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1 Intreducciéon

La teorfa de juegos podria definirse como el estudio de modelos materadticos sobre el conflicto y la
cooperacion entre agentes racionales e inteligentes. Usando otras palabras, puede caracterizarse el
objeto de esta rama de la matematica como el anélisis de modelos formales de “comportamiento
estratégico”, lo que obviamente sugiere la existencia de intencionalidad. ?

El nombre de la disciplina proviene de sus antecedentes histéricos. En efecto, sus origenes se
remontan a la teoria de la decisién cuyo objeto era el comportamiento de quienes participan it
juegos de salén, que comienza a desarrollarse en las cortes europeas a partir del siglo XVIIL ? Uno
de Jos temas que entonces se analizaba era lo que dio en lamarse la “Paradoja de San Petersburgn”.
La misma consistia en que la gente s6lo apostaba sumas muy mddicas para participar en un juego
que tenia una ganancia esperada infinita, cuya mecénica es la siguiente: se tira una roneda al
aire, si sale cara el apostador gana $ 1 y el juego se termina. Si sale nimero la moneda es tirada
otra vez. Si sale cara el apestador gana § { y el juego se termina, pero si sale n "urero s¢ fira la
moneda nuevamente. La ganancia por obtener una cara en la tercera tivada es § 16 y por obtenerla
en la cuarta es § 64, etc.

Los estudios modernos de teoria de jueges comienzan con [E. Zermelo (1913)], y [E. Borel, (1938
Pero recién con la publicacién del trabajo de von Neumman y Morgernstein, Game Theory and
Economic Behavior, [O. Morgenstern, J. von Neumann(47)], es que esta disciplina comienza a
expandirse a un ritmo vertiginoso. En la matemética, el desarrollo de la teoria de juegos esta
asociado con el desarrollo de ramas aplicadas como la teorfa estadistica de la decisién y una serie
de problemas que, grosso modo, pueden considerarse parte de la Programacion Lineal.

En las ciencias sociales la adopcién de la teoria de juegos como una metodologia de analisis es
mds reciente. La economfia es la que ha liderado este proceso, sin duda alguna, y podria decirse
gue desde comienzos de los afios 60 ha habide una masiva importacién de la teoria de juegos
para la elaboracién de la Teorfa Econdmica 3 No obstante, algunas de las ideas que han llegado
a ser basicas en teoria de juegos recién se incorporan al cuerpo tedrico en 1950, aun cuando ya
habian sido presentadas en un anélisis econémico concreto en las primeras décadas del siglo XIX
por economistas franceses que estudiaban el comportamiento de las empresas en mercados no
competitivos (en particular, [A. Cournot, (1897)] y [J. Bertrand (1883)]). De hecho, si bien hasta
fines de la década del 50 el desarrollo de la teorfa de juegos era un “asunto” de matematicos puros
v no habia habido desarrollos originado por disciplinas empiricas desde los 60 esa situacién cambia
(los premios Nébel adjudicados a Nash, Harsanyi, y Selten, sin embargo, exageran la influencia de

'Una autoridad en la materis como Auman, define la Teoris de Juegos como la teoria del comportamieato
racional de personas con intereses no idénticos. A nuestro juicio al no hacer hincapié en la interaccidén eutre ios
individuos, esta definicién resulta extremadamente vaga y no permite la distincion entre la teoria de juegos y lu
teoria estadistica de la decisién. [R. J. Auman, (1989)]

*La cita de rigor es [D. Berauolli,(1730)], segtin la traducciéu inglesa del trabajo de 1730 cuyo titule original era
“Specimen Theorare Novee de Mensura Sortis”

3De hecho, 1a idea de que la manera de formalizar ¢l comportamiento racional era a través de la tecria de juegos
provocd un cambio dramatico en la manera de estudiar la microeconomia - y mas recientemente la macroeconomin
- por cuanto aigunas de las teorisaciones en el estilo de las desarrolladas por la “Escuela de Chicago™ de los aiios 50
y 80 no pudieron ser sostenidos cuando se adoptd el nuevo marco analitico en forma generalisada. Obsérvese que
el Premio Nébel de 1994 fue obtenido por autores que desarrollaron la teoria de juegos y el 1995 fue concedido ul
economista que encabezd la renovacién metodolégica del Departamento de Economia de la Universidad de Chicago.




la economia en el trabajo de esos matematicos). Sin embargo, recientemente, los manuales mas
conocidos de teoria de juegos han sido escritos por economistas o economistas mateméaticos y han
sido realizados con la vista puesta en la aplicaciones de la teoria a las ciencias sociales. Algunos de
ios cursos mas celebrados de teoria de juegos, que son validos para los programas de doctorados
en matematica, se imparten en los departamentos de economia.

Una advertencia que cabe hacer desde el principio es que hay “juegos cooperativos” y “juegos
no cooperativos . Si bien en ambas clases de juegos la teoria de la decisién individual es la misma,
en el primer caso se permite a los individuos involucrados hacer negociaciones para actuar man-
comunadaniente, pero en el segundo caso ello no se permite. Si los agentes terminan cooperando,
ello es el resultado de un comportamiento competitivo resuelto individualmente y no mediante
negociaciones dirigidas a tal efecto. El curso se limitara al tratamiento de juegos no cooperativos.

1.1 Nocién Informal de Juegos

La mencién de que la teorfa de juegos estudia modelos formales de comportamiento estratégico no
es suficiente para comenzar a comprender en concreto a que refiere esta disciplina. Por supuesto,
no refiere a toda posible expresién de conflicto de intereses, ni a toda situacién en la que sea
posible detectar la oposicion de intereses. La teoria refiere a modelos que tienen las caracteristicas
que se enumeran seguidamente:

a.- Los resultados posibles de una situacién conocida 4 estan claramente especificados y son
conocidos por los individuos involucrados en esa situacién.

b.- Las variables que controlan los resultados posibles también se presumen que estén bien
especificados, esto es, se puede caracterizar precisamente todas las variables y los valores
gue ellas pueden asumir. En términos un poco més vagos pero contundentes, la teoria de
juegos requiere la especificacién de reglas de juego claras.

¢.- Los individnos tienen preferencias sobre los resultados, que cumplen una serie de axiomas y
propiedades que examinaremos mas adelante. Se supone que la gente procura maximizar la
utilidad (esperada). Por lo tanto, haciendo abstraccién de ia interaccidn entre los individuos,
un observador que fuera informado de las preferencias de cada individuo podria saber que
elegiria cada uno si nada le obstaculizara su eleccién. Iste es el postulado de racionalidad.
Obsérvense dos hechos: (i) el concepto de racionalidad implica que los agentes tienen la
capacidad y la informacién necesaria para calcular la utilidad esperada de cualquiera de los
resultados del juego y (ii) que ante situaciones complejas, en que ningin agente tiene el
control total de los acontecimientos, no alcanza con la racionalidad de cada agente, aunque,
una vez ubicado en una situacién dada actie racionalmente.

d.- Todo lo wencionado hasta el momento es de piblico conocimiento. Este es el supuesto
denominado “conocimiento comuin” ( common knowledge). Este supuesto implica que
cada agente sabe cuanto le importa cada resultado posible y a su “contrincante”, conoce las

*Cuando se postula que la naturaleza es estocasiica, lo conocido, es la funcién de distribucidn de los resultados
posibles.




reglas del juego, sabe que su oponente es un agente racional, sabe, que su contrincante sabe
las mismas cosas que ¢él y sabe que su contrincante sabe que él sabe y asi hasta el infinito.
(yo se que tu sabes que yo se que tu sabes, etc...).

En un juego, entonces, los resultados posibles pueden ser determinados de aniemano y de-
pendenderan de las acciones que elijan los individuos que participan, quienes deben cenirse a
un conjunto estricto y conocide de reglas. Los individuos escogerdn el curso de accién de modo
de maximizar la utilidad esperada de se decision, teniendo en cuenta que los otros individuos
proceden del mismo modo sabiendo lo mismo.

1.2 Qué Hace la Teoria de Juegos?

El rol de la teoria no es examinar todos y cada uno de los cursos de al accién que eventualmente
puede tomar cada sujeto y todos y cada uno de los resultados que pueden sucitarse. Su ebjeto, es
determinar, cuando sea posible, el resultado “més probable™ del juego. Cuando ello no es posible.
procura determinar el conjunto de resultados que “a priori” resultan mas probables diados los
supuestos establecidos. Esto es el conjunto de los equilibrios posibles, entendiendo por tales
aquellas elecciones que no impliquen un arrepentimiento, es decir aquellas acciones que fuervon
racionalmente elegidas, en el sentido que dada la situacién, maximizan la atilidad esperada.

1.3 Sobre los Usos Posibles de la Teoria de Juegos

Como dijimos, en esencia la teoria de juegos es una rama de la matematica. En sus a})licaciones
concretas en disciplinas empiricas, importa por su poder descriptivo y como metodologia analitica
por su pader predictivo. Es asi que la utilizacién hace de esta teorfa una ciencia positiva, mas gue
normativa, aunque en su formulacién haya elementos normativos insoslayables. Su axiomatizacion
no se basa en una abstraccion de practicas habituales, sino que se basa en conceptos que se suponéeh
naturales y propios del comportamiento racional. A partir de aquf se deriva un comportamienis
optimizador, que no necesariamente tiene porqué ser robusto al cambio de supuestos. Fn este
sentido la teor{a es normativa. La definicién de actitud racional tiene pleno sentido en el marco
de la axiomatica establecida y puede ser relativizada como actitud “nafural” fuera de é}.

Es de destacar que los prerrequisitos matemdaticos para la comprension de la teoria, mas que a
alguna parte especial de la matematica hacen referencia al método vy a la forma de razonar, aungue
podamos mencionar como necesarios conocimientos basicos de Probabilidad, Topologia v Algebra
Lineal. Desarrollos posteriores de la teoria requieren la utilizacién de técnicas mas avanzadas de
la matematica.

2 Ejemplos de Juegos Cooperativos y no Cooperativos

En esta problematica nos encontraremos con juegos donde los individuos son libres de cooperar
entre si para obtener mejores beneficios, son los llamados Juegos Cooperativos y aquelios o
los que esta prohibido todo tipo de cooperacién entre los jugadores, son los llamados Juegos ne
Cooperativos. Para que un juego sea cooperativo, deben de existir al menos dos posibles resultados
I y I por ejemplo, tales que al menos un jugador prefiera l a I y los otros no prefieran [" a i




Consideremos el siguiente ejemplo tomado de [R. D. Luce and H. Raita], conocido como la
Batalla de los Sexos.

El juego en discucidn queda representado por la siguiente matriz de retornos:

(—1»—‘1) (1*2)

Fig.1. La Batalla de los Sexos.

Un hombre, el jugador I, y una mujer, jugador 11, deben elegir a que espectaculo asisten un
sabado de noche. Se trata de un partido de fitbol o de un espectaculo de ballet. De acuerdo a
las normas culturales vigentes el hombre prefiere el fitbol mientras que la mujer el ballet. Ambos
coinciden en que lo mejor es ir juntos aunque la elegida sea la diversién menos preferida.

El jugador 1 prefiere la estrategia (1,1) y el jugador 11, la (2,2) pues de elegir el jugador 1,
la fila 1, y el jugador {I, la columna 1, su retorno sera el maximo posible, analogamente para el
jugador I1. 5i juegan sin cooperar, lo mejor que pueden hacer es definir cada uno una distribucién

de probabilidades, sobre filas y columnas respectivamente de forma de maximizar su retorno
esperado, que sera:

2,2
Rr= 3 =iy
1=1,5=1
2,2
Rir= )" wibgy;
1=1,7=1
Donde @, representa los retornos para el jugador I, ubicados en la matriz como las primeras
toordenadas de cada dupla, y analogamente bi; para II. Siendo que 2y + 23 = 1y 45 + yp = 1
son las respectivas distribuciones de probabilidad sobre filas y columnas que deben elegirse a los
efectos de maximizar los retornos.

En este caso obtendran un retorno de é, %} Si deciden cooperar podrian elegir tirar una
roneda honesta y asistir juntos al ballet si sale cara o al futbol si sale cruz, en este caso el retorno
esperado para cada un asciende a {%%

Mas adelante volveremos al ejemplo, a los efectos de realizar el conjunto de operaciones nece-
sarias para obtener los resuitados establecidos.

A grandes rasgos podemos distinguir dos formas de modelar estas situaciones: la Hamada
Juegos en Forma Extensiva y la segunda llamada Juegos en Forma Normal. Veremos que existen
situaciones donde ambas descripciones coinciden aunque una y ofra reflejan situaciones diferentes.

2.1 Juegos en Forma Extensiva

La siguiente definicion formal de un juego en forma extensiva, puede seguirse con la ayuda de la
Fig. 2.

Definicién 1 Formalmente un juego en Forma Erxtensiva estd definido por:



i} Un drbol finito, cuyos nodos representan los movidas, y cuyas ramas representan las posibles
jugadas en cada movimiento,

il) Un etiquetamiento de cada jugada en una de n + 1 clases que representan a cada uno de lox
n jugadores y una para la naturaleza (esta puede o no, estar presente).

iil) Una distribucién de probabilidad sobre las ramas en cada nodo correspondiente @ urnc riovna
de la naturaleza.

iv) Unga particion en el conjunto de las movidas para caeda jugador en subconjuntos, llamados
conjunios de informacion, no pudiendo un jugador distinguir entre movidas (nodos; difvr
entes correspondientes al mismo conjunto de informacién. La existencia de informacion
impefecta queda representada por el hecho de que un conjunto de informacion posee s de
un nodo.

v) Una asignacion de resultados {retornos) para cada nodo final, esto es para cada sucesios de
elecciones posibles.

vi) Para cade jugador, existe una funcién de utilidad lineal definida sobre cada nodo jinal de!
arbol, de conocimiento publico.

Definicién 2 Entendemos por movida, (nodo) un punio en el cual un jugador tiene que tle-
gir que jugada realizard de acuerdo a reglas previamente establecidas y conoctdas por todos los
participanies.

Una sucesion de tales elecciones es un juego. En este tipo de juegos el orden de la eleccitn es
importante, debe estar claro cuando y quien elije, este orden introduce una dinamica en el juego.

Definicion 3 Entenderemos por estrategia de un jugador una regla o conjunto de reglas que
estipular, la jugada a realizar por el jugador en cada nodo.

Una estrategia es de equilibrio si el resultado obtenido por su aplicacion maximiza las post-
bilidades de cada jugador, de forma tal que al desviarse de las mismas un jugador acarrea o
riesgo de pérdidas mas importantes que aquellas que podri’a' obtener de guiarse por la estrategia
de equilibrio. Es eu este sentido que diremos que una estrategia de equilibrio es optimal.

Veamos el siguiente ejemplo:

En la Fig. 2, N representa a la naturaleza, que determina la situacién en la que el primer
jugador hara su primera movida. A continuacion el jugador I, eligira entre dos posibles acciones
o movidas. Una estrategia para | quedard definida por una dupla elegida en el conjuntie 5
{(1,4), (i, d), (d,2),{d,d)} que representa la accién a elegir en una u otra situacion.

A continuacion mueve I, quien tendrd que definir un estrategia posible dentro del conjunto
S2 = {(4,1,1),(1,%,d),(i,d,d),(i,d,7),(d,1,7),{d. d,?),(d,i,d).(d,d,d}, (i,i.¢),(i,d,c), (d. d.c).{d i,¢

Obsérvese que el jugador 11 no sabe distinguir en cual de los dos posibles nodos centrales s
encuentra, para €l existen unicamente tres situaciones posibles.

Una vez elegidas las estrategias el retorno para cada jugador queda determinado para cada
estado de la naturaleza.




Fig. 2 La naturalesa Jjuega primero. Los retornos de cada jugader

aparecen al final. los de arriba para el 1, los de abajo para el II.

2.2 Juegos en Forma Normal

Un juego en Forma Normal, es una simplificacién importante de un juego en Forma Extensiva, no
obstante tene importancia por si mismo.

Definicién 4 Un juego en Forma Normal consiste en:
i} Un conjunto de n Jugadores.
i) n conjuntos de estrategias Si, uno para cada jugador.

1) n funciones de retorno M;, una para cada jugador, cuyo valor depende de lus estrategias
elegidas por cada uno de los Jugadores.

¥

) Cada jugador elije una sola vez. Ambos eligen simultaneamente y sin el conocimiento de
la eleccion hecha por ¢l otro. En este sentido, decimos que los juegos en forma normal son
estdticos.,

Como en el caso de Juegos en forma extensiva, cada Jjugador sera racional, en el sentido de que
actuara siempre intentando maximizar su funcién de utilidad, sin tiener un control total de la
situacion.

Los juegos con dos personas, puede verse como un caso particular de Juego de n personas,
pudiendo ser que estas cooperen entre si, o bien en juegos no cooperativos, no ohstante tienen su
propio lugar en la teoria por cuanto muchas situaciones que envuelven intereses en conflicto, estan
protagonizadas por dos personas, o dos grupos de personas con intereses antagénicos.

6



Un caso mas especifico aun, pero de reconocido valor tedrico y empirico es el caso de jos
juegos llamades, Juegos de Dos Personas con Suma Cero. Es importante destacar que la elegancis
matemética de los juegos de dos personas con suma cere, ha hecho que muchos matematicos
ampliaran su interés por las aplicaciones de su teorfa a las ciencias del comportamiento.

La expresiéon “suma cero” hace referencia al hecho que lo que uno de los jugadores recibe de
beneficio el otro lo tiene de perjuicio, esto es la suma de las utilidades, al finalizar el juego es cero,
Son evidentemente juegos no cooperativos, no existe posibilidades de colusién o cooperacio.

Tales juegos son representados por matrices, representando las filas las “estrategias puras” del
jugador [ y las columnas las del jugador II. Los elementos de la matriz representan los posinies
resultados obtenidos al elegir 1as correspondientes estrategias. Esto es el retorno a;; es un elements
de la matriz, que representa lo que uno de los dos jugadores recibird, (por ejemplo I} y ¢l otro (11}
pagara como resultado de haber elegido el jugador I la fila (estrategia) ¢ y I la columna j de iu

matriz. Fl principal problema para estos juegos, es el de construir una teoria adecuada para ia
eleccion de las estrategias.

Ejemplo 5 juego de dos personas y suma cero.

El siguiente ejemplo simple, ilustra la situcion: PAR o IMPAR Los jugadores I y Ii siznud-
laneamente eligen un nimero, uno o dos. I gana si la suma es impar, Il gana si la sume cs par.
El perdedor estd obligado a pagar al ganador una cifra igual a la suma de los numeros elegidos.

h"‘unoﬂ “dos"
“uno'” -2 +3
“dos" +3 —4

Fig.3. Juego de Suma Cero.

El retorno sumado es siempre cero, la matriz representa solamente el retorno para uno de los
jugadores, siendo el opuesto el retorno correspondiente al otro jugador.

Suponga que usted es el jugador I y que el juego se juega muchas veces : qué estralegis
utilizaria? Piénselo y lo comentamos mas adelante.

Otros juegos que no son de suma cero, admiten en su forma norinal una representacion niatri-
cial, ejemplo de ello son los juegos bimatriciales.

2.3 Relacién entre Juegos en Forma Extendida y Juegos en Forma Normai
Para juegos que consisten en una movida para cada uno de los participantes a lo sumo, se poedis

enunciar la siguiente proposicion;:

Proposicion 8 A todo juego es forma extendida le corresponde un juego en forma normal, v ¢f
que tmaginamos a los jugadores cligiendo simultaneamente esirategics a implementar. Sin embarge
a todo juego en forma normal, le corresponde, en general, varias formas extendidas diferentis.

La demostracién es sencilla y queda para la reflexidn del lector. Haremos a través de ejeraplos
una ilustracion de la proposicién.
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Fig. 5. Una de lss posibics representaciones, en forma extendida,

del juego cuya forma normal aparece en la Fig.4.

Ejemplo 7 El siguiente juego en forma normal, presenta dos alternativas posibles para modelarlo
como un juego en forma extendida, las que serdn representadas en la figura.

. & bo
ay (1~1) (17])
az (-1,-1) (2,0)

Fig. 4. Representacién Normal.

La pregunta que queda planteada es la siguiente: Hasta qué punto la forma normal contiene
toda la informacion relevante para entender un juego?.

El Papel de la Informacién La Fig. 6, represena el hecho que el jugador I, no conoce a
su turno cual fue la jugada de su antecesor. En este caso el juego es equivalente a uno en el cual
ambos jugadores eligen simultanea e independientemente.

Por otra parte veamos que si consideramos el Juego anterior, pero suponiendo que a su turno
el jugador II puede distinguir entre los dos nodos de su conjunto de informacion el juego tiene un
significado diferente. Ver Fig. 7.

En tanto que un jugador elige sabiendo lo que hizo el otro es posible obtener resultados
diferentes, es de destacar que no siempre més informacién significa mejores retornos.

Juegos de dos jugadores en los que uno juega primero y el otro actia en funcién de este
conucimiento, como el representado en la Fig. 6, son llamados juegos de Stackelberg.

2.4 Notacidn

En este apartado introduciremos v haremos comentarios sobre la notacién qie se seguird en ¢l
LUTSO.




Fig.6. Otra de las posibles formas extendidas, correspondientes al

juego, cuya forma normal aparece en Fig.4.
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Fig. 7. En su forma extendida, este juego es sustancialmente distinto

del represeniado en 1a Fig. 4. Este ¢s un juego de Stackeiberg.




Sea H una particién del conjunto de los nodos de un arbol, esto es: a cada nodo se le adjudica
it subconjunto k € H, si h(z) representa la accién que el jugador hard en el nodo =, debe tenerse
en cuenta que si 2’ € h(z) entonces h(z) = h(z')

Sea H; la particién de los nodos correspondiente al jugador 1, recuerde que consideramos la
posibilidad de que existan n jugadores, por lo tanto i representa a cu alquiera de ellos. A{h;) rep-
resentard las acciones (movidas) a realizar por el jugador 7 en el nodo k; € H. A; = Unger; Ailhy)
es el conjunto de todas las acciones posibles para el Jugador @.

Definicién 8 Una estrategia pura para i, es un mapa &; @ H; — A; con ¢i(hy) € A(h;). Fl
espacio de las estrategias puras, ®;, es precisamente el conjunto de todos los mapas del tipo ¢;.
Tal espacio puede escribirse como el producto cartesiano S; = X h;ef; A(hs ), asi por ejemplo {7, d}.

Para el jugador 1 del ejemplo de la Fig.1, es la estrategia que hara al jugador mover hacia la
izquierda para uno de los estados de la naturaleza y hacia la derecha, si el estado que se realiza
es ¢l de mayor probabilidad. Analogamente puede entenderse {i,i,c}, para el jugador 1I.

La cantidad de estrategias posibles, #¢;, es igual al producto de las acciones posibles en cada
nodo #A;(hy), esto es; #¢; = I  # Ai. Luego veremos que existen situaciones en las que para
describirlas, es suficiente una cantidad bastante menor de estrategias, alcanza con las lamadas
estrategias de comportamiento.

Definicién 8 El retorno queda definido una vez conocidos el estado de la naturaleza que se
revela y las estrategias aplicadas por los jugadores, serd representado por una aplicacion K:
D= Pyx,..., P, — R

Un juego en Forma Normal, con n jugadores, sera representado por:

7 = {le"'ﬂ,@ﬂley""}I?’ﬂ}’

siendc 9, el conjunto de estrategias puras para el Jjugador ¢,y R; un mapa, donde R, : i* ,®;, — R.
n . N
my = ¥, m= Zm,‘. ma* = 7 my. (1)

1=1

Definicién 10 Una estrategia mirta s; para el Jugedor i es una distribucion de probabilidad sobre
@,

Denetaremos por s¥ la probabilidad de que el jugader ¢ elija la estrategia pura k.

Denotaremos por S; al conjunto de todas las estrategias mixtas de este jugador, es decir:

S = {5,- € F(®i,R): Ef:l sF=1,>0vke ({),—}, Por F(®,, R), entendemos el conjunto
de las funciones con dominio en ®; y recorrido R.

Representaremos como ¢ — Xf1Pi y como § = x5, respectivamente, al conjunto de
combinaciones estralégicas puras y mixtas. La estrategia pura k, para el jugador i, quedara
identificada por una estrategia mixta, en la que i, asigna probabilidad 1 a la accién &

En un juego en forma normal, cada jugador hace su eleccién, en forma independiente de la
de cada uno de los otros. Por lo tanto, la probabilidad s(¢) de que ¢ = (ky,... k), ocurra si
8= {81,...,8n) es jugada queda dada por: s{p) = H?zlsf‘.

Si s es jugada el retorno esperado Ri(s) = 34 s(®)Ri(9). Siendo ¢ un elemento genérico de ®.
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Definicion 11 Diremos que & es la mejor respuesta de 1 contra s, st

- 1A it
Ri(s/k) = max R(s/s). (2
8€S;
Denotaremos por B;(s) al conjunto de mejores respuestas puras, que estan en @, del jugador
i. Es facil ver que §; es la mejor respuesta contra s si y solo si se tiene que:

st Ri(slk) < Ri(s]l), entonces sf = 0, Vk,l ¢ ¥, (5

lo que es equivalente a decir que el soporte de 3, Sop(s) estd incluido propiamente en Biis:
H N — — 1 L. . .
Siendo Sop(s) = {k € & = xP,®; : s(k) > 0}.
Es decir § es la mejor respuesta para i contra s, si y solamente si, §; asigna probabilidad
positiva sclamente a las estrategias puras que son mejor respuesta para ¢ contra s.

Definicién 12 Una combinacion esiratégice s, es un equilibrio de Nash para v si s, €5 una megor
réplica contra si misma .

Esto es equivalente a decir que la combinacién estratégica s es una mejor respuesta contra =i
misma si: Sop(s) C B(s).

En el caso particular en que una combinacién estratégica s, satisfaga que Sop{s) = H{s}
decimos que s es un equilibrio cuasi-estricto.’

Denotaremos por E(7) al conjunto de los equilibrios de Nash del juego 7.

3 Preferencias y Funciones de Utilidad

Esta seccion esta destinada a justificar, logicamente la eleccion de estrategias de un jugidor
“racional” que busca maximizar sus retornos, entendiendo por tales una evaluacion de lo gue
recibird una vez terminade el juego. Tal evaluacién esta hecha sobre la base de un ordenamiento
gue el jugador realiza en el espacio de resultados posibles, que pueden ser cestas de consuian.
dinero, loterias, etc..., este espacio es llamado espacio de consumo. Tal orden quedara representa
por sus “preferencias”, las que bajo determinados supuestos son representables por una funcios
con dominic eun ¢l espacio de consumo, y recorrido real.

Tales funciones no interesan por el nfimero que asigna a determinado consumo posibie, en #}
espacio de consumo, sino por el orden que introdace en el mismo. Asi si B no es preferible 2 A.
entonces la utilidad v asignada a A, serd menor o igual gque la asignada a B: w(B) > u{ 4).

Para concretar, asumiremos que cada individuo expresa preferencias sobre el espacio. P, de
distribuciones de probabilidad definidas en un conjunto finito Z. Esto es, se piensa el espacio de
consumo, X, como el espacio P,de las loterias con premios en Z. Definiendo u : 2 — K, para
toda p funcién de probabilidad en Z Namamos utilidad esperada a:

Elu) = 3 u(z)p(z),

zeZ

®No todo juego posee um equilibrio cuasi estricto. Ademas un equilibrio cuasi estricto, puede ser muy poco
“ragonable”. [E. Van Damme (1991)], pag. 24 y secc. 3.4.
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Entonces una loteria, ¢, representada por una funcién de probabilidad, sera preferible a otra
p. la primera tiene utilidad esperada menor o igual que la segunda, diremos que p > ¢, siendo py
¢ funciones de probabilidad sobre Z.

Definicidén 13 Una relacion de preferencia, ¢s un preorden complelo en un especio de consumo,
es decir, es una relacion binaria sobre un espacio de consumo que es transitiva y completa.

Proposicion 14 Los siguientes tres ariomas de comportamiento a son necesarios y suficientes
pare que una preferencia, tenga una funcion de utilidad que la representa, en X :

1} > es una relacién binaria que es transitiva y completa.
ii) Para todo p,q.r,€ Py a € (6,1],p > ¢implicaap+ (1 - a)r > og+ (1 —e)r

o -

i} Para todo p,q,r,€ P entonces existe a y 3 €
Bq+ (1~ 8)r.

(0,1), tales que ap+ (1 — a)r > ¢ >

El Axioma ii) es conocido como el axioma de la independencia o de substitucién, el Axioma 3, es
llamado arquimediano. Parauna discusion de los referidos axiomas, asi como para la demostracién
de Ia proposicién sugerimos [C. Huang and R. H. Litzemberger (1988)].

4 Dominacién, Juegos Minmax y Equilibrios de Nash

En teoria de Juegos no cooperativos hay dos técnicas para resolver juegos, esto es para prever
qué esirategias seran elegidas: 1)encontrar estraiegias dominantes o 2) hallar equilibrios. En
esta seccion presentaremos el concepto de equilibrios de Nash, que por su generalidad se aplica a
muchos juegos, su existencia serd probada en la seccién siguiente. En las secciones subsiguientes
presentaremos otros equilibrios y refinamientos del concepto de equilibrio de Nash.

4.1 Estrategias Dominantes

Definicién 15 Una estrategia s; domina estrictamente a otra s; <1 ante cualguicr estedo de la
raturaleza o estrategia de sus oponentes, la utilidad asociado a la estrafegia 5, para €l jugador
es estrictamente mayor que la asociada g ;.

Elf concepto de dominancia débil supone que los retornos de la estrategiz debilmente dominante
ve seran inferiores a los obtenidos con cualquier otra.

Asociando a cada estrategia un retorno posible, podemos suponer que cada jugador elige en -
un espacio de estrategias ¥;. El jugador racional preferira la estrategia que maximice su utilidad,
osto es 0y > 8 si u(oy) > u(s;). En esta situacién la estrategia s; jamas serd jugada.

Ejemplos de Juegos con Estrategias Dominadas

Ejemplo 16 Consideremos el siguiente juego en forma normal, ilusirado por el siguiente cuadro:
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L B

Uo(3.6) (7,1)
M (5,1) (8.0)
D (6,0) (6,2)

Fig.8. Estrategias Dominadas.

Dado que el jugador 1, siempre puede elegir la estrategia M, la estrategia U no sera elegida jaoiax,
esto es M domina a U/, A continuacién se debe resolver el juego:

I R
MO(5,1) (8.0
D (6,0) (6,2)

Fig.9. Juego Reducido

Ejemplo 17 Consideremos a continuacion el siguiente juego, donde solo se ha modificads ¢
retorno para el jugador Il correspondiente a (M. R):

El ejemple nos muestra como eliminando en forma iterada estrategias dominadas se obtiene un
equilibrio, esto es una situacién en la que ninguno de los dos jugadores se arrepentira de lo hecho.

L R
U (3,6) (7,1)
M (5,1) {82
U (6,0) (6,2)

Fig. 10. Dominacién lterada.

Para el jugador I U sigue siendo una estrategia dominada, consciente de esta situaciéun I, sabe
que se jugara el juego:
L R
M (5.1) (8,2)
D {(6.0) (6.2)

Fig. 11. Juego Reducido.

Ahora L es una estrategia dominada por B para 11, ¢} resultado de proceder de esta forma o
que se jugara: (M, R).

Un ejemplo clasico de un juego donde la eliminacién de estrategias dominantes rednes o
eleccién de cada jugador a una dnica posibilidad es el juego conocido como “dilema del prisionere”
Una descripcion detallada del mismo se encuentra en la secciéon 7 de estas notas, vy en muchos
manuales de teoria de juegos como [D. Fudemberg and J. Tirole (1991)], donde se le presta nua
detallada atencidn.

Ejemplo 18 La solucion dc un juego por eliminacion de estrategias dominadas, no ¢s indeper
diente del orden en el que se eliminan estrategias debilmente dominadas.




b by
a (3,2) (2,2)
az (1,1) (0,0)
az (0,0) (1,1)

Fig. 12. La solucién no es independiente del orden en que se eliminan estrategias
debilmente dominadas.

1 a1 > a3 por lo tanto az es eliminada, luego by > by, se obtienen los retornos (3,2).

it También es cierto que a; > ay por lo tanto az es eliminada. luego by > by, se obtienen los
retornos (2,2).

4.2 Juegos Minmax

A los efectos de ilustrar este tipo de juegos, consideremos una situacion representada por un juego
de suma cero. El jugador [, puede eslegir en 5; = {1,2,...,m}, y el jugador Il en s = {1,2,...,n}.
Suponga que I elige i y II elige j el retorno para J sera entonces el elemento a;; de la matriz
representada en la figura, mientras que el correspondiente a I serd — 5.

Ejemplo 19 Para facilitar la comprension considere n = m = 2 y la matriz:

jli 12

1
N
2 1 ]
Fig. 13.

. .. ) , i
minmaxa(z, j}) = max min = a(2,1) = -
7 t 3 7 2

Eu esta situacion el jugador I elige de forma de maximizar su retorno tomando como dato que su
oponeute hace la eleccién que lo minimice. A su vez el jugador I hace su eleccién de forma de

minimizar el retornc de I, teniendo en cuenta que | hace su eleccién de modo de maximizarlo.
Enr el caso en que se de la igualdad miny max, a(i,j) = max;minga(i,j) = a(2,1) = ; = v
tenemos una solucién de equilibrio para el juego una vez que en este caso si i ¥ Jo son tales que
g, jo) = v el jugador I eligird i y el II Jo ¥ ninguno tiene incentivos para cambiar la estrategia.
La pregunta que surge es si siempre tenemos la igualdad min; max, a(i, j) = max; min; a(z, j).
La respuesta a esta pregunta es negativa una vez que es posible tener: min,; max;a(i,j) >
max,; minj a(i, j) como el siguiente ejemplo lo muestra:
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Ejemplo 20

jji 12
1 0 1
2 I 0
Fig. 14.

minmaxa(,j) =1 maxmina(i.j) =0
P g
En la siguiente subsecciéon vamos a extender las posibles elecciones de los participantes
funciones de probabilidad sobre el espacio de sus estrategias puras que en el caso anterior erav las
filas para ! y las columnas para 11 representadas por los conjuntos S; v Sa.

4.3 Juegos con Estrategias Mixtas

Decimos que un juego es de estrategias mixtas, cuando cada jugador elige una funcion de proba-
bilidad, sobre el espacio de sus estrategias puras. Ver definicién 10.

Representaremos por ¥ al conjunto de estrategias mixtas del jugador i, donde o4(s;) € o, sera
la probabilidad que la estrategia mixta o, asigna a s;, siendo $; una estrategia pura del espacio
55

Dadas las estrategias mixtas o1, y oq el retorno del jugadoer I en un juego de suma cerc con
matriz de retornos A, serd: of" Agy

Ejemplos de equilibrios con estrategias mixtas

Consideremos el caso Par lmpar, ejemplo 5. En primer lugar puede verse que no existe
equilibrio en estrategias puras.

El jugador 1 puede ponerse en una situacion que le garantice un cierto valor minimo. Asegurarse
de obtener este minimo equivale a que su estrategia le permita obtenerlo independientemente d»
lo que haga II. Asi, si 0, = {p,(1 — p)}, siendo p la probabilidad de elegir la fila 1, es tal
que: —2p 4 3(1 — p) = 3p — 4(1 — p) el retorno esperado serd: E(r) = {5. Fl jugador H jupard
analogamente, eligiendo o3 = {g,(1-—¢q)} de forma de ser independiente de lo que haga 1, obtendra
el mismo retorno.

Veamos como pueden hallarse soluciones en casos sencillos, usando métodos geométricas. L
casos generales la solucién se obtiene con métodos de programacion lineal.

Ejemplo 21 Resolucion Geométrica.

FEl siguiente método grifico que presentaremos para resolver un caso simple, de un juego de dos
personas con suma cero, pierde eficiencia cuando aparecen dimensiones mayores. En este caso
hay que recurrir a métodos mas complicados de caleulo, dando lugar ¢ posibilidades amplias d«
aplicacion de métodos de la programacién lineal,

Consideremos el juego representado por la siguiente matriz 2 x 4.

2 3 5 1
4 1 0 6




AN

\ Col. 4 5

\ coLs
e Col. 1

4 \
\\“ // 4
\»
\\
2
Col. 2
//'
t 1
G p=(0.1
P ) p*=(5/7.2/7) p=(1. &)

Fig 15. MINMAX.

Bl conjunto de estrategias puras para I, estd dado por las filas de la matriz v las del jugador 11,
por las columnas.

St el jugador I adopta la estrategia mixta p = (p;,p2). p es una distribucién de probabili-
dad sobre ¢} espacio de filas elegida por 1, siendo p; la probabilidad de elegir la fila i = {1,2}.
Saponiendo que II, elija la primera columna, entonces el retorno esperado sera:

Erp = 2p1 + 4ps.
Analogamente si II elige la segunda, tercera o cuarta columna como estrategia puara:
Eap = 3p1 + p2.
.E3p = 5p1
Eap = p1 + Gp2,
respectivamente. Siendo p una probabilidad tenemos que py + py = 1.
La figura siguiente muestra las graficas correspondientes a las distintas funciones.
El eje vertical a la derecha corresponde a la eleccién de la estrategia p = (0,1) por parte de

I, esto es el jugador uno elige la fila 1. Mientras que el eje a la izquierda representa la estrategia
mixta (1,0), esto es la eleccién de la fila 2. El eje horizontal representa los posibles valores de py,
b <p £ L

Interpretacion del diagrama:

Cualquiera sea la eleccién de p, el jugador 1 no estard peor que lo indicado por la linea
remarcada, la llamada “envolvente inferior”. Dicha funcién es f(p) = min{F,p 1 j = 1.2,3,4.}. El
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jugador 1, elegird aquella estrategia mixta, p* de forma de maximizar f{; p). Tal p esta dado por ¢!
corte de Eap con Egp.

En aras de resolver completamente el juego, consideramos ahora la submatriz definida por
columnas 2 y 4:

31
1 6

Resolviendo analogamente para I1, quien eligird una distribucién de probabilidades g = {ag1. 42
sobre las columnas de la submatriz, suponiendo que I eligira en estrategias puras, una u oira fils,
obtendremos las ecuaciones suficientes para hallar una envolvente superior g(g1), 1 elegira aquelia
estrategia tal que, ¢; sea un minimo de dicha funcién.

De esta forma obtendremos las siguientes estrategias de equilibrio: p* = (5/7,2/7); ¢ =
(0,5/7,0,2/7); el valor de juego, esto es el retorno esperado para I serd v = 17/7.

Existencia del Equilibrio en Estrategias Mixtas

El siguiente teorema prueba que para juegos de suma cero, siempre existe solucién en estrate-
gias mixtas.

Teorema 22 Para toda matriz A, siempre existe un cquilibrio en estrategias mirtas, esto es o1
isten p y g distribuciones de probabilidad, tales que:
max min p" Ag = min max p'” Aq.
PEP ge@ g€Q peP
Este teorema fue conjeturado por [E. Borel, (1921)] quien lo verificé en casos particulares, pero
la primera prueba aparece en [J. Von Neumann (1928)].
Demostracion. Es inmediato verificar que la siguiente desigualdad se cumple siempre:

7= mao\ min p** Ag < min max pt" Ag = va.
P q€@ 4€Q p€EP

SeaM ={me R™m = szl @i, 9oj=1 45 = 1, g5 > 0}, que cs convexo y cerrado s
obvio que: mingeg maxpep p'™ Ag = minge ps Maxpep piT Aq = vy

Sea M(vp) = {t € R™,t; < va,i=1,2,...1n}. Se tiene que: M(vz) M =§.

La demostracién de esta afirmacién la haremos suponiendoque sea falsa. Supongamos que
existe z € M(vy) N M. Entonces, max; z; > rz,Vz : 3 1o i = 1. Se sigue que:

tr
minmaxp" Ag < max 2 < vg = min max p¥* Ag,
9€Q peP ' 9€Q pEP

lo que es una contradiccion.

Entonces a partir del teorema de separacidon de convexos, podemos concluir con que exista o
no nulo tal que pz < v;¥z €M(w2), v pz > 1¥z € M. Luego si p es no negativo, obteadrowos:
Uy 2 Mifizepq P2 > Y2 CON 10 que se completari/a la prueba.

Para probar que p > 0, suponga que tuviera una coordenada negativa, por ejemplo la i-ésima.
Entonces para z € M(v,) obtenemos Z™ € M(w;) definido por:

- % J#1
J A-n 7=
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~+ o¢ lo que contradice que pz < pz V2 € My z € M(v2)]

4.4 Juegos de Miltiples Etapas con Acciones Observadas

Son juegos con miltiples etapas aquellos en que los difercntes jugadores deben elegir una movida
en mas de una ocasién temporalmente diferente. En forma méas precisa, podemos decir que se
trata de juegos donde:

i) En cada etapa k, todos los jugadores conocen las acciones elegidas en toda etapa previa
0,1,...,k— 1.

ii) Todos los jugadores mueven “simultaneamente” en cada etapa k. Esto es en el momento k
ningin agente conoce lo que hace el otro. Observacién No estan excluidm los juegos en los
que los individuos mueven alterndndos, puesto que se permite la *accién” no hacer nada.

Por cjemplo, en el juego de Stackelberg, conocido como “seguir al lider”, en el primer
neomento el lider elige una determinada accién, por ejemplo un cierto nivel de produccion
y el rival no hace nada. En la segunda etapa, el seguidor, elige una accién, conociendo la
eleccién previa del lider, y este no hace nada.

it} Las etapas tienden usualmente a asimilarse con periodos de tiempo, pero en la teoria una
etapa no tiene porque tener una interpretacién temporal.

Para la representacion de este tipo de juegos, usaremos la siguiente notacién:

Por h¥+% representaremos la historia al final de la etapa k, (1° = §). A;(hF) denota el (omunto
de acciones posibles de eleccion por el jugador i cuando la hxstorla es h" = (a%al,...,a*" 1), donde
a’ representa el vector de movidas una para cada jugador, elegidas en la etapa j.

5t el total de etapas del juegos es K + 1, h¥+1 representa la historia completa. Definiremos
como X! ¢} conjunto de todas las hxstonaa terminales.

En este caso una estrategia pura para el jugador i, es un plan contingente en cada etapa k
para toda posible historia A*. (Pospondremos la discusién de estrategias mixtas hasta después
de fa definicion de estrategias de comportamiento). Si H* representa las primeras k etapas de
la historia, una estrategia pura para el jugador i, es una sucesién de funciones {s* }k .o donde

s HE - A(HK),j = {1,2... K} siendo A(HE) = U g A(RK).

4.5 Retroinduccién en Juegos Multietapas

Retroinduccién puede ser aplicada para cualquier juego finito, con informacién perfecta, donde
finito significa que sélo existe una cantidad finita de etapas, e informacién perfecta que en cada
etapa, cada conjunto de informacién consta a lo mds de un nodo.

El algoritmo consiste en determinar las movidas optimales en la dltima etapa para cada historia

* Entonces trabajar en la & — 1 etapa, y definir la estrategia optimal para el jugador que debe
mover alli, sabiendo que en la etapa K la historia serd h%X de acuerdo a la eleccion anterior. El
algoritmo continia de esta manera, hasta la etapa inicial. Habremos construido asi una estrategia
¢ptima en el sentido de Nash, de acuerdo al concepto que discutiremos eu la siguiente seccion.
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5 Equilibrios de Nash

Un equilibrio de Nash es un conjunto de estrategias, una para cada jugador, que es la mejor
respuesta que cada uno puede dar a las acciones de los otros. En un equilibrio de Nash el jugador
maximiza su utilidad esperada, tomando las acciones de los otros como dadas. De esta forma o1
un equilibrio de Nash, ningin jugador se siente tentado a modificar su estrategia.

Las respuestas a juegos, obtenidas eliminando estrategias dominadas son ejemplos de equilib
rios de Nash muy “robustos”, no obstante veremos que existen otras respuestas que son equilibrios
de Nash, que pueden no estar soportadas por estrategias dominantes.

Definicién 23 Un Equilibrio de Nash es un vector s* de estrategias individuales cuyas coinpo-
nentes cumplen:
ug(s* . 50) > ug(st, . st,) Vs

Un equilibrio de Nash se Hama fuerte si cambiamos la desigualdad por una desigualdad estricta
No obstante ser un equilibrio robusto. en el sentido de que pequefias oscilaciones en las utilidades
uo modifican el equilibrio, no siempre es posible probar su existencia. A pesar de su debilidad.
podemos probar la existencia de un equilibrio de Nash en condiciones muy generales.

Las proposiciones siguientes relacionan los equilibrios de Nash, con los obtenidos elintinanda
estrategias dominadas.

Proposicién 24 5i s* = (s],...,s%) es un equilibrio de Nash, entonces estas estrategias sobre-
vivirdn a la aplicacion reiterada del principio de eliminacion de estrategias fuertemente dominadas.

Demostracidén Sea s* = (s},...,s8%) un equilibrio de Nash, supongamos que s} es la primer
estrategia del vector s* que se elimina. Entonces, existe s} € S tal que s} > s]. Es decir que
ui(54,57) < ug(5_4,8%), cualquiera sea s, € Sy, en particular para s* luego, ui(s*;,8}) < ui(s”,, s])
lo que contradice nuestro supuesto de que s* es un equilibrio de Nash.(]

Proposicién 25 Si en un juego con un conjunto finito de estrategias posibles para cada i, la
eliminacion de estrategias dominadas conduce a descartar a todas las estrategias con excepeion de
una estrategia por jugador, lus estrateqias no ehiminadas constituyen un Equillibrio de Nash.

Demostracién Por la proposicién anterior, sabemos que todo equilibrio de Nash sobrevive
al proceso de eliminaciéon de estrategias estrictamente dominadas. Hay que probar que si el
proceso deja como Gnico sobreviviente a: s* = (s}....,s5} entonces este es un equilibrio de
Nash. Razopando por el absurdo, supongamos «ue no sea un Equilibrio de Nash. Entonces
existe s. € 55 tal que ui(s*,.8]) < u(s*;, sh). Pero cono &) fue eliminada, existe s; € S; tal que
Ug((Seis b)) < wg(s_i, ¥V, VS y en particular u(s* . sf) < ui(s*,, s¥). Si s? = s) Ja contradiccion
ubtenida termina la prueba. Si s* # s, existe s > s! pues s no sobrevive. Repitiendo el
proceso, teniendo en cuenta que el espacio de estrategias es finito si el juego es representado e
forma normal se termina la prueba.f]

Directainente de la definicién de equilibrio de Nash. se sigue la siguiente proposicion:
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Proposicion 26 Ningin equilibrio de Nash con estrategias mizrtas, asigna probabilidad positiva a
una estrategia pura estrictamente dominada.

s decir, en términos de la definicidn 10, se ticne que si para algin jugador i, Ri(s_;, k) <
Ri(s,.1) siendo s un equilibrio de Nash, eutonces s;(k) = 0.

5.1 Existencia del Equilibrio de Nash-Cournot

Vamos a probar aquf la existencia del equilibrio de Nash, si bien este teorema fue probado en
3. Nash, {1959)]. su utilizacién se remonta a [A. Cournot, (1897)], de ahi el nombre (aunque
habitualmente nos referiremos al mismo como Equilibrio de Nash). Supondremos que las funciones
de utilidad de cada nno de los jugadores es una funcién cuasi- céncava. Recordamos que una
funcién w: A C R™ — R, se dice cuasi- concava si {z : u(r) > n} es convexo para todo a € R.
Sea 95 el conjunto de las estrategias del jugador i = 1,2.....n. Sea u : x5 — R lafuncién
de retorno del jugador i. Entonces tenemos el siguiente concepto de equilibrio de Nash-Cournot:

Definicién 27 5 = (3y,52...,3,) € X%, Si s un equilibrio de Nush-Cournot si y solo st Vi, ui(8) =
maxy,es; Uil S—q, 5i ).

Para la demostracién del teorema de existencia del equilibrio de Nash-Cournot, vamos a nece-
sitar introducir algunas definiciones adicionales, asi como el teorema de punto fijo de Kakutani y
el teorema del maximo.

EX primer concepto que definiremos es el de funcién multivoca o aplicacién.

Definicién 28 Sea X ¢ RLY € R™ una aplicacion o Sfuncion multwoca ¢ : X — Y, © — ¢(z) C
Y, es una correspondencia que asocia puntos de X a subconjuntos de Y.

Definicién 29 Una aplicacion ¢ : X — Y es llamada semicontinua superiormente, s.c.s. si para
loda sucesion &n € X € yp € H(Ln)Tn — T, yn — Y entonces y € P(x).

Una aplicacion es Hamada s.c.s. si para todo x¢, existe V que contiene a d(zg) y existe U entorno
de zg, tal que f(2)CV siz e U

Definicion 30 Una aplicacion ¢ : X — Y es llamada semicontinua inferiormente, s.c.i. si para
toda sucesion , € X e y € ¢(x), eriste una subsucesion con Yny € O(Tn,) € Yn, — ¥-

Puede verse facilmente que una aplicacién que sea una funcién, esto es #¢ = 1 puede ser
s.c.s sin ser continua, esto dejaria de ser cierto si exigimos que el recorrido de la funcién fuese
conmpacto. Pero nna aplicacién s.c.i. que sea funcién es inmediatamente continua.

A continuacidn probaremos un importante teorema que garantiza la continuidad de la apli-
cacion maximo de una funcién continua u : § x T — R. Este teorema nos permitird obtener el
Equilibrio de Nash-Cournot como el punto fijo de una aplicacién via el Teorema de Kakutani.

Feorema 31 Seau: § x T — R une funcion continue y ¢: S — T una correspondencia s.c.i.
con valores compactos. Sea p(z) = {y € ¢(z)|u(x,y) = MaX,eq4(z) WT,2)}, entonces p €s s.c.s.
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Fig. 16. Aplicacién 5.C.S.

Fig. 17. Aplicacién S.C.1.
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Demostacion Sea rn, — £,9n ~ ¥, ¥Yn, € &(Tn,), probar que p es s.c.s equivale a probar que
y € ¢(x), esto es, que Vz € ¢(z), v(z,z) < u(r,y). Para esto observemos que como ¢ es s.c.i,
In =Ty 2 € ¢(x) existen zn, € ¢(n, ), cON 2, — z por lo tanto u(Tp,, 2n, ) < W Tn, Yn, )-

La continuidad de u termina la demostracién.[]

Epunciaremos a continuacién el Teorema de Punto Fijo de Kakutani. No daremos aquf la
demostracion, el lector interesado puede encontrar la prueba del mismo en [C. Berge, {1963))

Teorema 32 (de Kakutani) Sea 5 C R™ compacto y convero. Sea ¢ : S — S aplicacion s.c.s. y
con valores converos. Entonces ¢ tiene un punto fijo, esto €s existe un T € 5 : ¥ € ¢(F). &

Finalmente probaremos el Teorema de Existencia del Equilibrio de Nash-Cournot.

Las utilidades de cada jugador son funciones cuasi-concavas, definidas sobre el conjunto de
esirategias posibles, a las que corresponde un conjunto de retornos, asf u;(s_,-) : Si — R para
todo 1 = {1,2,...,n}.

Teorema 33 (Teorema de Nash-Cournot) Sea G = {(51,... 54, Ry,... Ry} un juego infinito con
n personas, con las siguientes propiedades:

5S¢ es un subconjunto no vacio, compacto y convero, de un espacio Euclideano.
Cada jugador i tiene una utilidad u; : § = x?_,S; — R continua.
Para s fijo, el mapa s, — u;i{(8(;, 81) €5 concavo.

Entonces G posee al menos un equilibrio.

Demostracion Sea ®,;(s_;) = {s; € 8 : wi(s-,8) = maxses, us(s_:,1)}. Por el teorema del
maximo probado anteriormente, resulta que <,f) es s.¢.5., la cuasi concavidad de u; en S asegura que
® toma valores convexos. Entonces resuita que el produ( to ®(s) = ®1{s.11), X ..., X Pr(S_ppn) €8
s.c.5. v de valores convexos. Ademas S es compacto y convexo. Luego® : § — 5 es una aplicacién
en las condiciones el Teorema de Kakutani, por lo tanto existe & : s € (&) equivalentemente ;
maximiza ui(5-,t) Vi € ;. Con lo cual queda probada la existencia de la solucién de equilibrio.[]

Obsérvese que la cantidad de equilibrios de Nash, no disminuye si consideramos juegos prézimos,
aunque puedan aparecer equilibrios nuevos, esto es el resultado de que la aplicacién ¢, considerada
anteriormente es s.c.s.

Mencionaremos aunque sin demostrarlo que el conjunto de los equilibrios de Nash en las condi-
ciones del teorema 31, es siempre impar. Esto puede concluirse a partir de [G. Debreu (1970)]

[ A. Mas-Colell (1985)], donde se prueba que el conjunto de los equilibrios walrasianos en
economias competitivas es finito e impar.

SF1 teorema de Kakutani, introducido a partlr de las necesidade de la teoria de juegos, fae durante los afios 1950
2 1970, hasta ia introduccién de la topologla. diferencial, la principal herramienta de la economia matemética.
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5.2 Relacién de los distintos Tipos de Equilibrio con el Concepto de Paretc
Optimalidad

Un concepto importante en economfa, es de eficiencia en el sentido de Pareto. Una distribucion
de bienes o recursos se dice eficiente en el sentido de Pareto, si cualquier otra distribucion
de los mismos, perjudica por lo menos a uno de los participantes. Ciertamente no es un criterio
de justicia, pues distribuciones muy “injustas” pueden ser eficientes en el sentido de Pareto {pos
ejemplo aquella que da todos los recursos a uno de los agentes actuantes y nada a los restantes).
No obstante si la distribucién no tiene la propiedad de Pareto sucede que sin empeorar a nadie
al menos uno puede mejorar, y muchas veces poder mejorar a al menos uro imp’lica, poder Hevar
a todos los agentes de la economia a un nivel de satisfaccién mas elevado. Asi mas que por su
presencia, la ausencia de Pareto eficiencia en una distribucién nos indica que algo se podria hacer
mejor.

Definicién 34 Una distribucion posible de recursos, x = {xy,---,2n} €s eficiente en el sentido
de Pareto si no existe otra =’ = {z,---,x!}, posible tal que z! > z; pora todo i = {L,--- . n} ¥
estrictamente preferida para por lo menos uno de ellos.

Entendemos por distribuciones posibles, aquellas que pueden alcanzarse con los recursos existentes
en el momento de realizarse. As{ si el total de recursos a repartir entre n individuos es (',
z = {x1,--",Zn}, es posible si 3.0, z; = C.

La pregunta natural que surge es la de como los conceptos de equilibrio presentados se com-
portan respecto a la eficiencia de Pareto.

Es claro por la propia definicién de juegos de suma cero, que toda solucién no es séto una
solucién minmax, es también una solncién Pareto eficiente, una vez que existe todos los recursos
que no son asigandos al jugador I van para el II. No obstante no todo equilibrio de Nash es Pareto
eficiente. Es decir existen equilibrios de Nash en los que es posible obtener una situacién mejor
para todos. Es clisico en este sentido el juego de los prisioneros, donde el equilibrio de Nask
robusto, que se obtiene no es Pareto eficiente.

6 Necesidad de Refinamiento de los Equilibrios de Nash

La razén principal por la cual se debe refinar el Concepto de Equilibrio de Nash, es debido a que
en los juegos modelados en Forma Extensiva, puede dar lugar a comportamientos irracionales, (no
maximizadores) en nodos alcanzables unicamente con “probabilidad nula” y en juegos modelados
en Forma Normal pueden darse equilibrios no robustos, esto es equilibrios que bajo una pequena
perturbacién del juego son modificados. Presentamos a continuacién ejemplos de tales inconve:
nientes. Para obtener un amplio y detallado panorama de refinamientos del equilibrio de Nash.
reccmendamos [E. Van Damme (1991)]

Ejemplo 35 Irracionalidad en un Juego en Forma Extensiva

En el juego representado en la Fig. 18, la estrategia (L;, Ry, Ra) es un Equilibrio de Nash,
pero obsérvese que en tanto que el nodo y no se alcance, le es indiferente la estrategia a elegir. no
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LI Ry

I

Fig. 18. Equilibrio Imperfecto.

obstante si el nodo y se alcanzase, elegir la estrategia mencionada es irracional. Asi, estrategias
de equilibrios pueden prescribir movidas irracionales en determinados nodos, pero esto sélo puede
suceder para nodos que, a menos de existir errores no serén alcanzados. Estos equilihrios se de-
nominan Equilibrios Imperfectos. Obsérvese que para juegos con conjuntos grandes de estrategias
posibles, la posibilidad de errores es alta, por lo que seria preferible evitar imperfecciones, es decir
poder definir Equilibrios Perfectos, esto es equilibrios que no den lugar a irracionalidades.

En juegos presentados en Forma Normal, no existen nodos inalcanzables, no obstante equi-
librios de Nash, pueden ser no robustos, inestables en el sentido de que modificaciones en las
condiciones iniciales dan lugar a cambios en las estrategias elegidas.

Ejemplo 368 Inestabilidad en un Juego en Forma Normal

L2 R2
Ly (1,1) (0,0)
Ry (0,0) (0.0)

Fig. 19. Equilibrios Inestables

Este juego presenta dos equilibrios, (L;,13) v (Ry,R2). Si bien ambos son equilibrios de
Nash-Cournot, veremos que mientras el primero es robusto el segundo 1o lo es.

Consideremos ( Ry, Ry), si el jugador 1, juega R, entonces el jugador I no gana modificando su
estrategia. No obstante modificando su estrategia, si el jugador Il erra, entonces quedara mejor.
Un razonamiento analogo es valido para II. Por lo tanto ambos jugadores tienen un incentivo a
desviarse. Esto no sucede si ambos juegan (L1, La).

La idea basica, rectora en la necesidad de refinar el concepto de Equilibrio de Nash, aparece
al considerar que todo jugador, ain guidndose por una estrategia de equilibrio, puede cometer
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errores en el momento de elegir su movida vy alcanzar por error un nodo tal que a partir de él a
estrategia prevé un comportamiento irracional. La estrategia asigna probabilidad cero a alcanzar
este nodo. Esta idea se modela matematicamente con los llamados juegos perturbados

6.1 Equilibrio Perfecto

Veremos que el requerimiento de que un equilibrio sea perfecto es realmente débil, si un equilibrio
no es perfecto es realmente inestable. En el ejemplo de Fig. 3, se ve que no todo Equilibric de
Nash es perfecto. El equilibrio (R, R3) no es perfecto, esto prueba que el concepto de Equilibric
Perfecto es estrictamente un refinamiento del concepto de Equilibrio de Nash.

Para obtener el concepto de Equilibrio Perfecto, comenzaremos definiendo, para un juego en
Forma Normal, un Juego Perturbado.

Definicion 37 Seay = {®,®,,...,0,, By, Ra...., Rn}, un juego de n personas en Forma Nor
mal. Para i = {1,2,...,n} sea 175 y Si(1;) tales que: 1m; € F(®;, R) con nf > 0 purs todo
k € ® y con Ef‘;l o< 1 S = {3,’ € ;58 > nF paratodo k € ‘I'J,}. Entonces (5} =
15:(m), Sa(m),- -, Sn(mn ) R1, Ra, ..., Rn}, se define como el Juego Perturbado.

Obsérvese que el Juege Perturbado eliinina estrategias que asignan probabilidad cers a alguna
estrategia pura.

De las definiciones hechas (ver ec. 1) se sigue el siguiente Jema:

Lema 38 Una combinacion estratégica s € S(n) es un equilibrio de (7, 1) si y sélo si, se salisface
que: si Ri(slk) < Ri(s|l), entonces s¥ = n¥ para todo i, k, 1.

Ahora, asumir que un jugador racional solamente cometera errores con probabilidad muy baja,
nos lleva a la siguiente definicion de Equilibrio Perfecto:

Definiciéon 39 Sea vy un juego en forma normal. Una estrategia s de vy, es un Equilibrio Per-
fecto, si s es el limite de una sucesion {s(n)}yo con {s(n)} un equilibrio de y(n) para todo
7.

Obsérvese que para que un equilibrio s de v sea perfecto es suficiente que algunos, no todo.
juego perturbado, con n préximo de cero posea un equilibrio “proximo” a . De aqui gue requeris
que un equilibrio sea perfecto es una condicidon no muy restrictiva, téngase en cuenta gue si un
equilibro no es perfecto es muy inestable.

Como todo juego (7, 7) perturbado, posee un equilibrio siendo 5 producto de conjuntos coni-
pactos es el mismo compacto, sigue que existe s en 4 punto de acumulacién de la sucesidn,
{s(11)}n-+0 que es un equilibriv en 7. Con lo cual queda probado el siguiente teorema:

Teorema 40 Todo juego en forma normal, posee al menos un equilibrio perfecto. [Selten, K. {1875,

A continuacion daremos dos caracterizaciones del eguilibrio perfecto. Una de ellas usa e
concepto de e—perfecto equilibrio introducido en [Myerson, R. B. (1978)].

Sea v = (®y1,...,Pp, R1...., Ry) un juego normal y sea ¢ > 0.

Una combinacion estratégica s € S es un e—equilibrio perfecto de ~ si satisface que:




i} Es completamente mixto. Esto es @ = Sop(s), o sea que el conjunto de las combinaciones
estratégicas es el soporte de s.

i) Ri(s|k) > Ri(s|l), entonces sF < e Vi j k(%)

Teorema 41 Sea v = (®1,...,®n,R1.... . Ry) un juego normal y sea s € 5. Las stguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) s es un equilibric perfecio de 7.

i1) s es un punto limite de una sucesion {s(€)}ejo0, siendo s(€) un equilibrio perfecto de 7, para
todo ¢, y

i) s es un punto limite de una sucesion {s(€)}ej0 de una combinacion estratégica completamente

mizta con la propiedad de que s es la mejor respuesta contra todo elemento s(e) en la
SUCESion.

Demostracion i) — i7) : Sea s un punto limite de la sucesién {s{n)}nio, con &(n) € E(v,7)
para todo 7. Definamos () € Ry, por: €(n) = max;, ¥, Entonces s(n) es un ¢(17)—equilibrio
perfecto. Lo que establece ii).

Veamos ahora que ii) — iii) : Sea {s(€)}¢j0, cOmMO en ii}) y, sinr pérdida de generalidad, asumire-
mos que, {s(€)}ejo — s cuando e tiende a cero. De acuerdo a (*) se sigue que todo elemento en el
soporte de s, es una mejor respuesta contra s{e) siempre que ¢ sea suficientemente pequenoc.

Finalmente probaremos que iit) — i) : Sea {s(€)}ej0, como en iii) y, sin pérdida de gen-
eralidad, asumiremos que, s es el tnico limite de la sucesién. Definimos ne¢) € RT, por:
D)k = { sk(e) sik € Sop(s) Vi k.

€ en otro caso

Entonces n(¢) converge a cero cuando ¢ tiende a cero, asf el juego perturbado {7, 7€)} esta

bien definido. Para ¢ pequefio tenemos que s(¢) € S5(n{€)) y como se sigue del lema anterior s{¢)

es un equilibrio para {7, 7(¢)}. Asi como n(ej® — 0 cuando € tiende a cero el teorema sigue de la
definicién de juego perturbado y de mejor respuesta.|]

Veremos a continuacién algunas criticas al equilibrio perfecto.

6.2 Criticas al Concepto de Equilibrio Perfecto

Como Selten observa la nocién de equilibrio perfecto no es totalmente satisfactoria. Al limitarnos
a considerar come viélidos solo aquellos equilibrios que son perfectos podemos eliminar equilibrios
racionales. Lo dicho lo confirmaremos con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 42 FEl juego representado en la figura siguiente, tiene un unico equilibrio perfecto en
subjuegos: {Ly, Ly, L}}. Pero { Ry, Ry, R} es bajo ciertas condiciones gue se describirdn el limite
de una sucesion de equilibrios.



Fig. 20 Un equilibric secuencial, no ¢s necesariamente .

perfecto.
ry (2,2) (2,2)
Ly, Ly (3,1) (1.0)

Li.R} (0,-5) (1.,0)
Fig. 21. Forma Estratégica

Supongamos que el jugador I, elige con vacilaciones, siendo las siguientes las probabilidades
con que | elije uno u otro camino:

prob(Ly, 1)) = &
prob(Ly Ry = €
prob(Ry) = 1-¢—¢°

La probabilidad de elegir R}, dade que eligio Ry, es P(R}/Hy) = 5% - 1 cuando ¢ tiende a cero.
La dificultad estd en que las vacilaciones en la eleccién correcta estdn correlacionadas, agul
si el jugador I, se equivoca la primera vez, muy probablemente se volverda a equivocar. In
[Selten, R. (1975)], se introduce el concepto de agente en forma estratégica para eliminar esa
posibilidad de correlacion entre vacilaciones ante cada movida.
Para detalles al respecto [D. Fudemberg and J. Tirole (1991)}, y el trabajo original de Seiten
citado arriba.
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6.3 Equihbrio Esencial

Sea G(®1,...,®,) el conjunto de todos los juegos v = (®;,...,®,, Ry,..., Rn) con estrategias
(®y,...,8,).

Para v €G(®y,...,®,), sea 7; el retorno de ¢ asociado a las estrategias puras de 7, es decir
Ti{ Ri(¢))¢ca - En estas condiciones r; € R™. El vector de retornos del juegoy esr = (ry....,7,) €
Rﬂm'

Podemos establecer una correspondencia uno a uno entre el conjunto G(®1....,P,) v el con-
Jjunto de vectores del espacio R™*. Entonces es posible definir una distancia, p(7,7') en ¢l conjunto
G(®1,...,9,).

Diremos que una cierta afirmacion S, es cierta para casi todo juego si, la clausura del conjunto
de los juegos para los que S es falsa, considerado como subconjunto del espacio R™™* tiene medida
de Lebesgue cero.

Definicién 43 Sea v un juego en forma normal con n jugadores. Un equilibrio s de v es esencial
si para todo € > 0 existe § tal que, para tode ' tal que p(y,') < 6, eriste s' € E(4') con
pls,8') < e.

Definicién 44 Sea v* = (9y,..., Y., R,...,R}) un juego de n personas en forma normal. Un
equilibrio s* es fuertemente estable en v* se existen entornos U de v* en R™™* yV de s* en R™,
tal que

(Y |E(v)NV| =1, para todoy € U y
(1) el mapa s: U — V definido por {s(v)} = E(y) NV es continuo.

De nuestras definiciones sale inmediatamente que: Todo equilibrio fuertemente estable es es-
encial.

Diremos que un equilibrio s es aislado si existe un entorno V de s tal que V 1 E(y) = {s}.
Como consecuencioa tenemos que:

Todo equilibrio fuertemente estable es esencial,

El concepto més restrictivo de equilibrio es el de equilibrio regular. Su definicién esta
asociada al hecho de que una determinada matriz jacobiana, evaluada en alguna de las estrategias
¢ € Sop(s), siendo s un equilibrio de Nash, sea no singular. En esas condiciones s es un equilibrio
regular. [E. Van Damme (1991)).

En [J.C. Harsanyi {1973)] siguiendo [G. Debreu (1970)], usando el teorema de Sard, se prueba
que:

Teorema 45 Para casi todo juego en forma normal, todos sus equilibrios son requlares.

Los equilibrios regulares gozan de muchas buenas propiedades: son fuertemente estables, ais-
lados, esenciales, propios y aparecen en cantidad impar.

Esto muestra que par juegos en forma normal, si bien pueden aparecer juegos cou equilibrios
de Nash “irracionales”, estos son pocos, al menos en el sentido de la medida de Lebesgue, veremos
que esto no sucede cuando tratamos con juegos en forma extensiva.

Estos conceptos estan rigurosa y ampliamente analizados en [E. Van Damme (1991)].
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7 Juegos con Memoria Perfecta

Aquellos juegos en forma extensiva, donde cada jugador recuerda todos los antecedentes que 1o
llevaron al nodo actual, son llamados juegos con memoria perfecta.

Un caso particular de juegos con memoria perfecta, son los Hamados juegos con informacion
perfecta en estos cada conjunto de informacién es un singleton. La Fig. 6, muestra un eiemplo
donde el jugador II no puede distinguir entre dos posibles nodos, no sabe cual es la accion anterior
del jugador [.

Los juegos donde no existe informacion perfecta, estan representados por la existencia de
conjuntos de informacién donde hay més de ur nodo. El jugador con tal particion de su conjunio
de informacién no puede distinguir entre un nodo y otro de un mismo conjunto de informacion.

La mayorfa de los juegos que aparecen en economia si bien no tienen informacién perfecta.
son de memoria perfecta. A los efectos de considerar estos introduzcamos las siguientes cousid-
eraciones.

A cada jugador i le corresponde un conjunto P;, de puntos de decision (nodos), ver definicidn
1. El mismo tiene asociado una particién ¥/, en subconjuntos llamdos conjuntos de informuacion
tales que:

i) Tode camino intersecta cada conjunto de informacién al menos una vez.
i) Todos los nodos en el mismo conjunto de informacién tienen la misma cantidad de sucescres.

Notacion

Llamaremos Suc(z) al conjunto de sucesores inmediatos de z. Por Cy, entendemos una particion
de UzeySuc(z) en las llamadas elecciones en u, siendo u un elemento de UL, U;, de forma que a
toda eleccién le corresponda un fnico elemento en Suc(z). De esta manera identificamos ¢ € Cy,
con las elecciones posibles de ramas que se alejan de u y que en el grafico aparecen etiquetadas.
comenzando en un elemento z € u y terminando en un Suc(z) que estad en c.

Definicidon 46 El juego v tiene memoria perfecta si para todo 1 € {1,...,n},u,v € Uy e & Oy
yx,y € v, tenemos que ¢ es anterior a T st y solo st ¢ es anterior a y.

En juegos con memoria perfecta, ningin jugador olvida informacién que una vez conotio, por
lo tanto, en cada nodo conoce las acciones que lo trajeron a la situacién actual, por lo tanto dos
nodos en el mismo conjunto de informacién no pueden ser predecesores. Esto no es suficiente
para imponer memoria perfecta. Necesitamos también imponer que si 2” € h(z'), y si @ es un
predecesor de z’, actuando el mismo jugador i en = y &’ y por lo tanto en z”, entonces existe
un nodo Z, posiblemente r mismo (que estd en el mismo conjunte de informacién que ) que e
predecesor de z", y tal que la accién elegida en # que lo lleva a 2’, es la misma que de ¥ lo leva
a z”. Intuitivamente si dos nodos estan en el mismo conjunto de informacion, se distinguen sols
por propiedades que el jugador desconoce, v que no podia conocer cuando eligié un accién que ke
llevara a este conjunto de informacién. Ademds el jugador recuerda la accién h{z) elegida en x.
que lo lleva al nodo de z' que es el mismo que el de z".
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Fig. 22. En su segunda movida, el jugador 1. olvida algo que previamente le era
conocido.

Ejemplo 47 El ejemplo representado en la Fig. 22, nos muestra un Juego que no tiene memoria
perfecta. Ubicado en su segundo conjunto de informacion, el jugador I no es capaz de reconstruir
las acciones que lo levaron alli.

7.1 [Estrategias de Comportamiento y su Equivalencia con Estrategias Mixtas
en Juegos con Memoria Perfecta

Definicién 48 Una estrategia de comportamiento del jugador i asigne una distribucion de prob-
abilidad sobre Cy para todo conjunto v € U, al congunto de estas estrategias lo notaremos por B,
mientras que por B, representaremos el conjunto de las combinaciones de estrategias de compor-
tamiento, es decir al conjunto de n-uplas de estrategias, una para cada jugador.

Las estrategias mixtas corresponden a una aleatorizacién « prior: mientras que una estrategia
de comportamiento supone una aleatorizacién local.

La equivalencia entre estrategias de comportamiento y estrategias mixtas para juegos con
memoria perfecta tiene importante valor para entender una amplia clase de trabajos con juegos
extensivos. Para este introduciremos el concepto de Probabilidad de Realizacion.

5i b € B, entonces para todo z € Z se puede computar la probabilidad Pb(2) de que = sea
alcanzado cuando b es jugado.

Un nodo z se dice posible para b; si existe algtin b € B con i** componente b; tal que
P*’(z) > 0. Un conjunto de informacién se dice relevantc para by, si jugandc b; existe un nodo
posible = € u para b;. Denotaremos por Pos(b;) respectivamente Rel(b,) al conjunto de los nodos
posibles, respectivamente relevantes para b;.
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Pig. 23. El jugador II no juega si I elige RL

Si el jugador i usa la estrategia mixta s;, entonces si u € U; es alcanzado, la probabilidad de
alcanzar ¢ € Cy quedara dada por lo que llamaremos probabilidad de realizacion:
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baule) = 3. si(@0)) Y. sie),

$:€ERel(c) ;€ Rel(u)

donde Rel{u) representa el conjunto de estrategias puras para las que u es relevante y Rel(c)
representa al conjunto de estrategias que llegan a c € w.

Si (1) estd bien definido b; sera la estrategia de comportamiento, y se definird arbitrariamente
cuando u no puede ser alcanzado con la estrategia s;.

Cousideremos el siguiente ejemplo, tomado de [D. Fudemberg and J. Tirole (1991)].

Ejemplo 49 Segin la Fig. 22, el jugador I, tiene cuatro posibles estrategias:

(L1, LY);(Ly, RY); (Ry, LY); (Ry, RY).

No obstante, si el jugador I juega Ry, su segundo nodo de informacién es inalcanzable, y por lo
tanto (Ry, L}) y (R1, R}) son equivalentes.

Definiciéon 50 Dos estrategias s y s' son equivalentes si dejan la misma distribucion de probabii-
idades scbre los resultados para toda estrategic de los oponentes.

En juegos con memoria perfecta, a partir de una estrategia mixta, sélo es posible construir
una tunica estrategia de comportamiento equivalente, no obstante a la misma estrategia de com
portamiento, puede corresponderle mas de una estrategia mixta equivalente.
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Fig. 24. Estrategias de comportamiento.

Sea b; una estrategia de comportamiento definida a partir de (1) cuando esta cantidad estd bien
definida, y definida arbitrariamente para aquellos u que no pueden ser alcanzados cuando se juega

. En [Kuhn,H. (1953)] se prueba que s; y b; son equivalentes. Esto muestra que lo que puede
aic‘mza.rse usando estrategias mixtas, puede lograrse con estrategias de comportamiento. Por lo
que no hay razén para que un jugador use estrategias més generales que las de comportamiento.

Ejemplo 51 La figura (24) muestra un ejemplo de equivalencia entre estrategias mixtas y de
comportamiento. El jugador Il, usa la estrategia o, que asigna probabilidad 3 L u las siguientes
estrategias puras: sy = (L, L', R"); 52 = (R, R', L"). La estrategia de mmportamzcnto equivalente
es: ban(L) = bap(R) = 35 ban(L') = 0 y bops(R') = 1. y bapo (L") = bypn(R") = 3

Ejemplo 52 Muchas estrategias miztas, pueden generar una tinica estrategia de comportamiento.
Enla Fig. 24, el jugador II tiene cuatro estrategias puras, ¢21 = (La, Ly); ¢22 = (Lz, RY); a3 =

(Ra,13); 24 = (12, L}). Las estrategias mictas s; = (1 % Z gy = (2,0 0,2), qenemn le

misma estrategia de comportamiento by; bap(Ly) = ban(R2) = 5 y ban(LY) = bane( RY) = 3

“ ﬁhﬂ

No habiendo razones para que un jugador use una estrategia mas general que la que corresponde
a estrategias de comportamiento nos limitaremos a ellas.

7.2 Subjuegos y Equilibrios Perfectos en Subjuegos

Frecuentemente es natural descomponer un juego en sub juegos menores. Esto se formaliza con la
nocién de subjuego.
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Definiciéon 53 Sea z un nodo de un juego U, con un drbol K, y sea K un subdrbol que comici
en x. Si todo subconjunto de informacién de U o estd completamente inclufdo en Ky o bien ox
disjunto con €l, entonces la restriccion de U a Kg, constiluye un juego, llamado subjuego I'y o
COMIENZO €N X.

Definicién 54 {na estrategia de comportamiento b de un juego en forma extensiva, es equilibsio
perfecto de subjuegos si la restriccion de b e ¥, es un equilibrio de Nash, para todo subjuego propio

r.

Sea I'; un subjuego de T', toda combinacidn estratégica b puede descomponerse en un par
{(b_y,bz), siendo b una combinacion estratégica en Uz v bz una combinacién estratégica en el

juego truncado I _z(b,).

Definicién 55 Dada la estrategia b, de un subjuego I'y de T, se entiende por juego lrunceds,
U_2{bs). €l que resulta de reemplazar K, por el nodo fnal con retorno esperado Riz(by) para tods
jugador i,

Por Rj.(b;) entendemos el retorno esperado por el jugador 1 cuando la estrategia b es jugada.

El concepto de equilibrio perfecto de subjuegos, es un primer paso en el intento de eliminar
equilibrios de Nash que prescriben comportamientos irracionales.

Sea I' un juego en forma extensiva y sea b un vector de estrategias de fompotamlwto {combi-
nacion estraiégica), en I'. Diremos que b! € B; es la mejor respuesta contra b si:

Rq(blb}) = max Ri(bbY), (5)
bieB

siendo R,(-) el retorno esperado para ¢ cuando - es jugado: Ry = ¥, P?(2)ri(z), siendo P2y Ia
probabilidad de que el nodo final z, sea alcanzado, cuando b es jugado y 7;(2) es el retorno que
corresponde a ¢ si z es alcanzado.
Una vez que el conjunto de informacién « es alcanzado, sblo seran relevantes para o, Rel{h).
aquellos conjuntos de informacién que son posibles de alcanzarse luego de u, jugando b.
Definiremos como mejor estrategia contra b a partir de u a una estrategia b} que satisface:

Roi(bIb) = mmax Ry (b6, (6}
' b'eB '

donde el retorno esperado condicional H,,; esta definido por:

-1

Rui(b) = 57 PPzluyraz) = 3 PYalu) Reilb) si PPu) > 0. {

2€Z EASN)

Obsérvese que: Ryu,(bjb}) depende solamente de lo que ¥’ prescribe para todo conjunte de
tnformacion posterior a u.

‘Teorema 58 b) es la mejor r(pz’z«“a contra b st y sélo si bl es la mejor réplica contra b en cada

conjunto de mfor'nac ion u € U; que es alcanzado con probabzhdad posztwa CHOE &fb‘ €s ]uqudu
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Fig. 25. En la figura se representa un juego con
irracionalidades persistentes bejo perturbaciones.

Demostracién Sea {un;a € A} una particién en conjuntos de informacién del conjunto de
los nodos, o puntos de decisién F; de i. Sea Z(F;) el conjunto de los nodos finales asociados con
£;. Entonces para toda combinacién estratégica de comportamiento, b € B, tenemos:

Ri(b) = Yo PP(ua) Riw, (b) +3 e z(p;) P%(2)ri(2), donde la suma sobre o se extiende a aquellos
ta con PP(ug) > 0, ahora el teorema sigue inmediatamente.{]

ilste teorema prueba que para que una combinacién estratégica sea un equilibrio, necesita
prescribir un comportamiento racional s6lo en aquellos conjuntos de informacion que pueden ser
alcapzados cuando un equilibrio es jugado, mientras que en los otros conjuntos de informacién, el
comportamiento puede ser arbitrario. Esta es la razon de la existencia de equilibrios “irracionales”
¥ por la que el concepto de equilibrio de Nash debe ser refinado. Veremos que a través del siguiente

ejemplo que {2 necesidad de refinamiento en juegos eu forma extensiva, es Mayor que en juegos en
forma normal.

Bjemplo 57 Ver [E. Van Dumme (1991)], pag 107.

Para demostrar lo dicho, consideremos el juego de la Fig. 25. El juego tiene dos conjuntos
conexos de equilibrios de Nash. {(Ry, Ra)} v {L1.pLz + (1 — pXRy);p < %} De aqui que el juego
presente dos posibles resultados, (R, R2) y L. El dinico equilibrio que tiene “razonable” es obvia-
mente, (Ry, Hz). Notese que para juegos con retornos proximos, el conjunto de equilibrios cambia
constantemente pero se mantiene la irracionalidad. De aqui se sigue que existe un conjunto grande
fvon medida de Lebesgue positiva) de juegos, para los que la “esencialidad” (cf. Def. en subseccion
6.3}, no es suficiente para excluir irracionalidades. Parece ser que la dnica propiedad genérica aso-
cizda a los juegos en forma extensiva es el de que genericamente tienen nna cantidad finita de
vesultados posibles. Esta propiedad estid demostrada en [D. M., Kreps and K. Wilson {1982)]
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Teorema 58 Para casi todo juego finito, en forma extensiva, el conjunto de los eyuilthrios 0
Nash es finilo.

Un importante concepto para eliminar aquellos equilibrios de Nash, que permiten ufi compiur
tamiento irracional en los nodos no alcanzables, es el de equilibrio perfecto de subjuegos.

Un equilibrio b de un juego I' se dice un equilibrio perfecto de subjuegos si para tado
subjuego I'z de I la restriccidn by de b constituye un equilibrio para | A

Lema 59 [Kuhn,H. (1953)].5i b, es un equilibrio para 'y y b_g es un equilibrio para el jurgo
truncado T'_,(bz), entonces (h_z,bz) es un equilibrio de T'.

Demostracién La prueba sigue de la observacién de que para tode b€ B :

Ri(b) = P(2)Riz(b) + Y P(2)il2),
2¢ Z(=)

siendo Z(x) = {y € P; : y sigue a z}. Si I'; estd bien definido, entonces Riz(b) depende sclamente
de b..[j

Este lema permite obtener cualquier equilibrio perfecto de subjuego, mediante el siguiente pro-
cedimiento iterativo: Primeramente consideramos los subjuegos minimales en el juego original.
luego truncamos el juego asumiendo que en cualquiera de los subjuegos se jugo un equilibric. Rep:
tiendo el proceso y considerando el lema anterior, obtenemos su equilibrio perfecto de subjuegos.
Finalmente resulta el siguiente teorema:

Teorema 80 Todo juego posee al menos un equilibrio perfecto de subjuegos.

Ejemplo 61 FEgquilibrio Perfecto de Subjuego. Fl juego ilustrado por lu figura siguiente, no peede
ser resuelto ni por la eleccion de una estrategia no dominada, ni por induccion retrouctiva, no
obstante podemos seguir la ldgica de este iiltimo método, para obtener un equilibrio perfecto ds
subjuegos.

El juego que comienza en el segundo conjunto de informacion del jugador 1, tiene un Anico
equilibrio de Nash, con valor esperado (0,0). El jugador II, a su turno, eligirfa Ry, solamente s
esperara que en el subjuego de partidas simultaneas final, T eligiera con probabilidad mayor que }
la rama con resultado favorable para él. Como sabe que 1 es racional, como lo es el mismo, en su
nodo, eligird Ly. El jugador 1, en su primera movida hard Ry, quedando conformado el equilibric.

Podemos ahora representar este juego de la siguiente forma:

7.3 Criticas a la Resolucién por Estrategias Debilmente Dominadas

El siguiente ejemplo nos muestra que en ciertos casos proceder por eliminacién de estrategias
debilmente dominadas, puede llevarnos a resultados no deseados por quien aplicada dicho método,

Ejemplo 62 Supongamos el juego en forma normal, representado en la siguiente matriz.

: by by
a;  (10,1)  (1,8)
az (10,15) (—2,3)
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Fig. 26. Equilibrio perfecto en subjuegos.

Fig. 27 Un mal caso para la eliminacion de estrategias “debilmente dominadas”

Observemos que el equilibrio “razonable”™ es el representado por las estrategias as,b,. No
obstante si el jugador I procede eliminado estrategias debilmente dominadas, eliminara la fila az.
Sabiendo esto, el jugador Il, eligird b,, contra la esperada eleccién by, obteniendo el jugador I un
mal resultado.

7.4 Criticas a los Métodos de Resclucién por Retroinduccién y por Subjuegos

En esta seccion discutiremos algunas de las limitaciones de los métodos de resolucién por retroin-
duccion o por subjuegos. Si bien ambos métodos resuelven bien algunos casos, como los de dos
etapas, juegos de Stackelberg, no obstante a medida que aumentan las etapas del juego, o la can-
tidad de jugadores, las soluciones obtenidas por estos métodos merecen refinarse. Las principales
dificultades se presentan ante la posibilidad de que los jugadores cometan errores o duden de
Ja racionalidad de los oponentes. Cadenas largas de retroinduccién por la presencia de muchos
jugadores, presuponen largas cadenas de supuestos de que cada uno sabe que el otro sabe, etc,
cousecuentemente la posibilidad de que algin jugador piense que alguno de sus sucesores olvide
algo que es de conocimiento piblico aumenta y consecuentemente aumenta la posibilidad de un
desvio de las “estrategias racionales”.

En tanto que el método de resolucién por subjuegos es una extensiéon de la retroinduccion es
vulnerable a las mismas criticas. Dificultades adicionales se presentan si pensamos en que en este
caso, cada jugador espera que se juegue no s6lo una estrategia gne sea un equilibrio de Nash, sino
ademads un tnico equilibrio de Nash.

Veamos algunos ejemplos que hacen referencia a las dificultades planteadas.

Ejemplo 63 Algunas dificultades presentadas por probables fallas de la racionalidad. El conocido
ezemplo del cienpies es tlustrativo en este sentido.
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s Fig. 28. El juego conocido como el cienpies.

El juego presentado en la figura anterior, es un juego con informacién perfecta, donde puede
aplicarse la retroinduccién, obteniendo como resultado que cada jugador i a su vez eligird /.

Obsérvese que si la cantidad de jugadores es amplia, las posibilidades de que cada uno elija
una opcién equivocada aumenta. Si la probabilidad de elegir correctamente fuese p < 1 al Hegar
al i-ésimo jugador tendriamos que esta es p!. La otra critica que cabe es la referida a la cantidad
de informacién que debe manejar cada jugador, si bien se supone que todo es del conocimiento
piiblico, pueden requerirse largas cadenas de conocimientos y queda abierta una posibilidad de
distorciones en la racionalidad, a partir de un mal manejo de la informacion.

7.5 El Principio de Optimalidad y Equilibrios Perfectos en Subjuegos

Para verificar, cuando una combinacién estratégica s, es un equilibrio perfecto en subjuegos, basta
verificar la existencia de alguna historia ht, para la que una desviacion en una etapa {, de s por
parte de algin jugador i, permita a dicho jugador obtener beneficios adicionales respecto de .

Este principio llamado principio de desviacion en una etapa es la base del conocido principio
de optimalidad de la programacion dindmica, que se basa en la induccién retroactiva, y niuestia
como la idea de perfeccién en subjuegos, extiende el referido mecanismo.

Veremos dos teoremas de aplicacion del referido principio, uno vélido para un juego con hori-
zonte finito, y otro aplicable a juegos con horizontes infinitos.

Teorema 64 (Principio Desviacion en una Ftapa para Horizonte Finito) En un juego multicta-
pas, finito, la combinacion estratégica s es un equilibrio perfecto en subjuegos, st y solo si, satisface

- el principio de desviacion en una etapa, esto ¢s no existe ninguna estrategia 3 para algun jugador
i, tal que coincida con s; excepto en una sdla etapa t. dada b, tal que 3 es mejor respuesta a s
gue s; condicionado a la historia ht.

Demostracion La condicién necesaria, (sélo si) se sigue de la propia definicién de subjuego

37




perfecto. 7

Vamos ver que la condicibén es suficiente, esto lo haremos por el absurdo.Supongamos que la
condicién es satisfecha para s, pero que existe una estrategia &, tal que dada la historia, k%, &,
mejora a 8; como respuesta contra s; para al menos un ¢ en algin subjuego que comienza en ht.

Sea ¢ el mayor t' tal que para algin k¥ 5(ht) # s;(ht), siendo el juego finito, I es finito.
Ademds por el principio de desviacién debe verificarse que: ¢ > .

Introduzcamos la estrategia auxiliar s con la particularidad de que: si{t) = 5(t), Vt > t. Como
s" v & por el principio de optimalidad s’ y § ambas son equivalentes para el subjuego con inicio
ent.Sit=1¢+1s"ys, por el principio de desviacién son equivalentes. Si ¢t > ¢ + 1, construimos
otra estrategia que coincide con 3 hasta t — 2 y seguimos el razonamiento analogamente.]]

En el caso de horizonte infinito, el método no es suficiente, pues queda la posibilidad de
mejorar, desviandose en una sucesion infinta . Probaremos que esto no ocurre cuando los retornos

son continuos en el infinito. Denotaremos por A una historia con horizonte infinito, siendo A® su
restriccion a las primeras t etapas.

Definicién 65 Un juego se dice continuo en el infinito, si para cada jugador i la funcién de
utilidad u; satisface:

sup  |ui(h) — u(h)| — 0, cont — .
h.h;s.t.ht=ht

Esto dice que eventos en un futuro distante son relativamente poco importantes.

Teorema 66 (Principio de Desviacién en una Etapa, para Horizonte Infinito) En un juego mul-
tielapas con horizonte infinito y utilidades continuas en el infinito, el vector estratégico s, €s un
equilibrio perfecto en subjuegos, si respeta el principio de desviacion en una etapa, esto es no eziste
Jugador i, para el que una estrategia $; sea mejor respuesta que s; para s_;, dado ht coincidente
con s, excepto en t, y que condicionado a ht sea mejor respuesta que s; para s_;.

DemostraciénLa prueba anterior establece la necesidad, y también prueba que, si s satisface
el mencionado principio, entonces no existe estrategia que la mejore, desvidndose en una cantidad
finita de pasos en algin subjuego.

Supongamos que s no fuera un equilibrio perfecto en subjuegos. Entonces debe existir una
etapa ¢, una historia hf, un jugador i y una estrategia 3 # s; tal que en el subjuego que comienza
en h', & permita a ¢ obtener un retorno mayor. Sea ¢ > 0 el total de esta mejora. Por la
continuidad en el infinito de las utilidades, existe una estrategia s; en el subjuego comenzado
en h' que coincide con 3; para todo estado anterior a t', y de aqui en adelante con la estrategia
$; debiendo mejorar a ¢, respecto de s; en por lo menos €¢/2. Esto contradice al hecho de la no
existencia de sucesicnes que mejoren a ¢ mediante una cantidad finita de desviaciones.|]

"Observe que la observancia del principio de desviacién en una etapa no es prerrequisito para los equilibrios de
Nash, pues como fue observado estos pueden nc ser equilibrios perfectos de subjuegos, cosecuentemente pueden
preescribir soluciones no maximisadoras en nodos inalcansables para Ia estrategia en cuestidn.

38



8 Juegos Repetidos

En esta seccién discutiremos la forma en que la repeticién de un juego introduce nuevos equilibrios.
permitiendo a cada jugador conocer como sus oponentes jugaron en elapas anteriores.

Los jugadores juegan en forma reiterada un mismo juego, siendo su retorno un promedio pou-
derado de lo obtenido en cada etapa en que el juego se realiza. El modelo de juegos repetidos no
permite que las acciones anteriores influyan sobre las decisiones presentes, lo que es una impor-
tante restriccién, pues no permite modelar fenémenos de aprendizaje, de inversion en maquinaria
productiva, o de relacién con el medio ambiente. No obstante el modelo de juegos repetf;dos es
una buena aproximacién teérica al analisis de relaciones de larga duracién en ciencias politicas o
sociales.

8.1 FEl Moedelo

El juego que se repite es llamado el juego estado. Asumiremos que hay una cantidad n, finita
de jugadores que mueven simultaneamente, eligiendo sus acciones en un espacio A finito. En
cada juego estado, el retorno del jugador i es representado por una funcién g; : A — R, stendo
A = x1_,A;. Para un juego donde el juego estado, se repite infinitamente, G(4), consideraremos
la funcién objetivo para el jugador 7, que usa el factor § < 1 como descuento sobre el futuro a la

suma.:
oo

ui = By(1—6)Y " 84gi(s*(RY),
t=0
donde el operador K, representa la esperanza con respecto a la distribucién, sobre historias infinitas
que son generadas por la combinacién estratégica s. El factor 1 -4 es un factor de normalizacion.,
de forma que a un Juego G(8) a un jugador 17, con g;, le corresponda u; = 1.
Como en cada periodo comienza un subjuego propio, para cada combinacién estratégica s, e

historia At podemos computar el retorno esperado por cada jugador a partir de ¢. El retorno a
partir de ¢ y hasta el final sera: (1 — 83322, 87 g;(s"(h")).

Definicion 87 FEl retorno minmazr de un jugador i estd dado por:

v = min max gi(s_i, si),
5_ES ;8

representa, el nivel de retorno menor, al que los oponentes pueden hacer caer a 1.

Usaremos m' ; para denotar una combinacion estratégica, que es el castigo éptimo para ! en
el juego, es decir: ¢g;(m* ;) = max,cs; gi(m® ;. 8;) = min,_,es_, maxges,; 9i($—i, &) =V

Observacién Si a* es un equilibrio de Nash para el juego d estado, (equilibrio estaticoj,
la estrategia en la que cada jugador, juega «f permanentemente, es un equilibrio perfecto en
subjuegos.

Veremos que no obstante lo dicho en la observacidn, en juegos repetidos infinitamente, aparecen
equilibrios de Nash diferentes a los preexistentes.
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8.2 Equilibrios en Juegos Repetidos

Comenzaremos con el conocido juego llamado “dilema del prisionero”.

Ejemplo 88 La siguiente matriz, representa los retornos en el juego estado, correspondientes a
las estralegias puras de cada uno de los dos jugadores, como siempre 1 elige filas y II columnas.

coop.  mocoop.
coop. (1,1) (-1,2)
nocoop. (2,-1) (0,0)

Ambos jugadores son prisioneros acusados de un delito que cometieron. Si cooperan entre ellos
y 1o coonfiesan el crimen ambos recibiran un retorno de (1, 1), si uno confiesa y el otre no, quien
lo haga, es decir quien deje de cooperar con el otro recibira un retorno equivalente a dos unidades
de bienestar, mientras que, quien optd por la via de no confesar recibird un retorno negativo.
Finalmente si ambos confiesan, el retorno para ambos seré igual a cero. Evidentemente el #nico
equilibrio de Nash en el juego estado, corresponde a la estrategia (rnocoop., nocoop.).

Veamos que pasa si el juego se repite infinitamente:

Para un factor de descuento § > %, la siguiente estrategia es un equilibrio de Nash: “Cooperar
en el primer periodo y continuar asi hasta que el otro deje de hacerlo, en ese caso y hasta el final
dejar de cooperar”.

Se presentan dos opciones, o bien ambos juegan (coop, coop) y reciben un retorno igual a 1. O
bien uno deja de cooperar en el perfodo t,y recibird un retorno igual a: (1 —é8)(1+8+...+ 861 +
26840+ ... = 1— 6426 ~ 1). Dicho retorno serd menor que 1, si 6 > i

Obsérvese que si el otro jugador deja de usar la estrategia planteada, recibird un retorno igual
a —1, a partir de ¢, mientras que si se gufa por ella el retorno a partir de este momento sera igual
a cero.

Obsérvese que como ya fue dicho, jugar cada vez una estrategia que representa un equilibrio
de Nash, es un equilibrio perfecto en subjuegos. Por lo tanto en este caso la estrategia siempre
nocoop es un equilibrio perfecto en subjuegos, y seré el \inico que su implementacién no depende
de lo que haya sucedido antes.

Llamaremos camino a la inica sucesién de ramas y nodos que conectan el origen del juego (o
subjuego) con un nodo z del mismo.

En general podemos dar la siguiente definicién de camino de equilibrio.

Definicion 69 7 = {s*}; es un camino de equilibrio si y solo si no ezristen incentivos a desviarse
del mismo.

Formalmente 7 es un camino de equilibrio si y sélo si la combinacién estratégica o descripta
por:

oo = s° (8)

t S R4 1) — ot t4 1) — o /ot—1 t-1 4 .
a(h‘):{m sihf(t—1)=m! o h*(t—1) = s;/s*, consi™! # g,

9
st en otro caso . (9)




Terminaremos esta seccién probando la teoremas conccidos como “Teoremas Juglarescos”
(Folk Theorems). Estos teoremas aseguran que en juegos repetidos infintamente, si los jugadore:
son suficientemente pacientes, existe una estrategia de equilibrio que les permite alcanzar cualquiey
equilibrio factible e individualmente racional.

El siguiente ejemplo servird para aclarar el concepto de conjunto factible e individualmente
racional.

Ejemplo 70 Calculo de valores Minmaxz.
La matriz de retornos para un juego con dos jugadores es la siguiente:

L R

U (-2,2) (1,-2)
M (1,-2) (~2,2)
D (0.1 (0,1

Vamos a obtener el valor minmax para el jugador L.
Para esto consideremos los retornos posibles de 1, en funcion de ¢, siendo ¢ la probabilidad
que el jugador 11 asignard a L, asi: P(L)=¢; P(R)=1-¢.

wie)= ~2q+Ul-¢)= -3¢+1
vm(q) = 3¢ — 2;
vp(q) = 0.

Independientemente de lo que haga I1, el jugador I puede obtener un retorno igual a cero, este
es el valor minmax, o valor de reserva para . Obsérvese que maz{vm(q),vp(q)} = 0. esto obliga
al jugador 1, a elegir siempre D. Si por ejemplo ¢ € {1/3,2/3], gi(m*;) € [1/3,2/3].

Analogamente el jugador 11, podra obtener su valor de reserva:

v, = 2py —pm)+ (1~ {pv —pm)
ve = —2pu —pm) + (1~ (pv — pm)

va = MiNgy pa Imax{vr, var)}l.

Por lo tanto: vz = 0, 0 sea que m?, = (—12-, %,U),

Obsérvese que el retorno minimo esperado, para ambos jugadores en estrategias puras es i.

Observacién El retorno esperado para el i-ésimo jugador. en un juego repetido nunca $0rad
inferior a v;, independientemente del factor de descuento, pues:

] -6 I
Ri(m_;) = ———— Y 8*v;.
1-6 P

Entenderemos por retornos factibles a aquellos retornos r = (ry,...,7a), que pueden ser
alcanzados por combinaciones convexas de estrategias puras. Denotaremos con V, al conjunto de
tales vectores, asi, V = capsula convexa {r € R™ : existe a € A;g{a)=7}.

El subconjunto de vectores factibles, que dejan a todos los jugadores en un nivel superior de
bienestar que el que corresponde a sus valores minmax, v; >V, es lamado conjunto de retornos
individualmente racionales.
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h
2 \& v1

Fig. 29. Area Factible. En rayado, el area Individual
mente Racional.

Para el ejemplo tratado recientemente la figura siguiente muestra el conjunto factible, siendo
el drea sombreada el correspondiente a los retornos individualmente racionales.

Demostraremos a continuacién dos importantes teoremas, que por mucho tiempo fueron de
trasmisién oral en teoria de Juegos, habiendo pasado mucho tiempo antes de que fueran impresos.
A faita de otra traduccién para “Folk Theorems”, usamos la de “Teoremas Juglarescos”.

Teorema 71 (Folk Theorem) Para todo vector v, individualmente racional, eriste § < 1 tal
que para todo 6 € (6,1) eriste un equilibrio de Nash de G(6) con retornos v.

Observacion: Un jugador es més paciente cuanto més préximo a uno se encuentra su factor
de descuento §. El factor de descuento da una idea de la importancia relativa que tiene el futuro,
para el jugador, el expresar mayor o menor peso respecto para utilidades futuras. La intuicién
del teorema es clara: Para un jugador suficientemente paciente, cualquier ganancia finita en un
periodo es sobrepasada por pérdida futuras, aunque sean pequenas, en cada uno de los subsecuentes
periodos. Para la prueba del teorema construiremos una estrategia implacable, todo jugador que
se desvie serd minimazimizado en todo periodo futuro.

Demostracién: Sea v > v un vector factible de retornos. Consideremos primeramente el
caso en que existe una combinacion estratégica a € A, tal que v = g(a). Consideremos la siguiente
estrategia para cada jugador i :

“Jugar a; en t = 0, y continuar asi si nadie se desvia. En caso contrario, esto es si por ejemplo
se desvia ¢ los otros jugadores eligirdn m; ! desde entonces hasta el final del Juego”. Puede algin
jugador mejorar desviandose de esta estrategia?
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Si el jugador i sc desvia en ¢ obtendra a lo sumo el reforno:

-
s

F(6)=(1-8)S 6tv; + 641 — §) max gy(a) + 6 1y
) heo - aCA

il

Siendo maxae4 gi(a) = K, el maximo retorno que ¢ puede obtener.

Puede verse facilmente que tan pronto cuanto é exceda un cierto valor critico, b;, entonces
F(6) < v;. Para obtener el ¢ critico basta hallar 6 tal que: F(&) = &, equivalentemente {1
¢)maxgea gi(a)+ 6y = v;. Como vy < vy, se sigue que §; < 1. Tomando 6 = max; é; completainos
el argumento. '

En caso de que v no pueda alcanzarse con estrategias puras, siendo v factible, podra hacerse
una eleccion aleatoria de estrategias puras a(w) tales que Egg(a{w)) = v.

En tanto que v es un valor esperado, un jugador puede sentir mayor tentacién a cambiar la
estrategia, en aquellos estados de la naturaleza en que el valor de ja variable aleatoria g(a{w}) sea
relativamente bajo.

En este caso basta elegir el § critico, 4; tal que verifique la siguiente igualdad:

(1—8) max gia) + &v; = (1 ~ &) min g;(a{w)) + év;.[]

Observacion En la estrategia considerada, un dnico desvio por parte de un jugador, provoca
una inmediata respuesta de castigo por parte de todos los otros jugadores. Esto es posible si
el costo de tal punicién es bajo. En determinados casos, como el de los oligopolios de Cournot,
penalizar a quien se desvia supone aumentar la produccién para bajar los precios en forma tal que
pueden ser inferiores a los costos.

A esta situcidn se llega porque las estrategias de equilibrio que permiten obtener un retorno
individualmente racional, no es necesariamente un equilibrio perfecto en subjuegos.

Fl siguiente teorema, garantiza que a partir de un cierto § minimo, esto es, a partir de un
grado minimo de paciencia por parte de los jugadores, puede obtenerse para cualquier retorno
individualmente racional, una estrategia que serd un equilibrio perfecto en subjuegos y permitira
alcanzarlo.

Teorema 72 (Folk Theorem) [ Fridman, J. (1971)]Sea o* un equilibrio estdtico (un equilibric
del juego estado) con retorno e. Entonces para cualquier v € V, con v; > ¢, para todos los jugedores
i, existe un § tal que si § > § existe un equilibrio perfecto en subjuegos para G(&) con retornos v.

Demostraciéon Asumiremos que existe a € A para la que ¢g(a) = v. St no existe tal estrategia
pura una aleatorizacién en el conjunto de las estrategias puras 4, nos permitird acceder a v.
Consideremos la siguiente estrategia: “En { = 0 cada jugador juega acorde con a, y se sigue asi cu
tanto no haya desvios. Si los hubiera se juega o hasta el final. Esta estrategia es un eqnilibrio de
Nash para G(é) con é suficientemente grande, pues en este caso: {1~ 8) 4 de; < v;, la desiguaidad
estricta sigue del hecho de que la misma se obtiene en el limite para § — 1. Es ademas un equilibrio
perfecto una vez que se jugard o* en todo camino que no sea el del equilibrio.[]

Observacién El resultado del teorema de Fridman es mis débil que el anterior, excepto para
juegos donde el valor minmax sea un equilibrio.

43




Los dos tltimos teoremas, caracterizan el comportamiento de los equilibrios cuando § — 1. Es
de interés también determinar las caracteristicas del conjunto de equilibrios para é fijo. Los teore-
mas anteriores parecen advertirnos sobre la posibilidad de que existan muchos equilibrios. El lector
interesado podra encontrar un tratamiento cuidadoso del tema en [DD. Fudemberg and J. Tirole (1991)).

9 Juegos con Informacién Incompleta

Cuando alguno de los jugadores no conocen las funciones de retornos de alguno de los otros
Jjugadores, decimos que estamos ante un Juego con Informacion Incompleta. El caso de informacion
completa es una simplificacién, no obstante ser, en muchas ocasiones, una buena aproximacion.

La informacién privada de dominio de un jugador da lugar a la definicién de tipo de jugador
esta informacion que es relevante para el juego, puede incluir la funcién de retorno, sus creencias
respecto a lo que otros jugadores creen, etc.

En [E. Van Damme (1991)] define a los tipos de cada jugador {#;}, como una variable
aleatoria para la que existe una distribucién de probabilidad objetiva, p(81,02,...,0,) para 6;
perteneciente a un cierto espacio ©; que tiene una cantidad de elementos #0; finita, 6; es ob-
servado unicamente por el jugador i. p(6_;|6;) denota la probabilidad condicional de que sus
oponentes sean del tipo 0_; = (6y,...,6i_1,0,41...,8,) dado que el es del tipo ;. Asumimos que
p(6;) > 0, V6; € O;.

Para completar la descripcién de Juegos Bayesianos nos falta especificar un espacio de es-
trategias puras S; y las funciones de retorno Ri(s1,...,80,61,...,8,) con s; € S;, para todo
t={1,2,...,n).

Podemos ahora dar la siguiente definicién de Equilibrio Bayesiano.

Definicion 73 Un Equilibrio Bayesiano en un Juego con informacion incompleta, un numero
finito de tipos 8;, para cada jugador i, una distribucion a priori p, y un conjunto de estralegias

puras 5; es un equilibrio de Nash en el que el espacio de estrategias puras S?" de mapas de ©; en
5.

Una estrategia s(-) es un Equilibrio Bayesiano si para cada jugador 1,
s(-) € arg (r(;axa SN T p(6:,0-)ui(sh(8:), 5-i(04), (6;,0_;)).
si(-)€S; 9, 6,

Como cada tipo tiene probabilidad positiva, er ante formulacién es equivalente a que el
Jjugador ¢ maximice su utilidad condicional a 8; para cada 6, :

s(8;) € arg max Zp(ﬁ’ew-i)‘ui(sf,3—:’(9—:',)7(9:',9—&))-
2€S; o

La existencia del Equilibrio de Nash, es una consecuencia inmediata del teorema de existencia
del Equilibrio de Nash-Cournot.
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Ejemplo 74 Como un caso particularmente simple de juego con informacion incompleta consid-

eremos una industria con dos firmas. Una establecida, jugador 1, y la otra potencial entrantc,
sugador II. I decide cuando construir una nueva planta, simultaneamente, Il decide si enira o no.
Suponga que II duda sobre si el costo de I para construir la nueva planta es 3 o 0, mieniras que {
conoce su propio costo. Las siguientes matrices representan los retornos.

Entra No Entra
Constr.  0,-1 2,0
no Constr. 2.1 3,0

Retornos si los costos de construccién son altos.

Entra No Entra
Constr. 3,—-1 5,0
no Constr. 2,1 3.0

Retornos si los costos de construccion son bajos.

En este caso los retornos de Il dependen de si 1 construye o no, pero no estdn directamente
influenciados por los costos de 1. Notese también que I tiene “construir” como estrategia dominante
si su costo es bajo, ¥y “no construir” si el costo es alto.

La estrategia de II queda supeditada, en este caso, exclusivamente a la probabilidad apriori
p1, que le asigne a que I sea de costo alto. Si py < % entra y no entra si py > %.

Fl andlisis se complica si el jugador 1I tiene 1.5 como bajo costo, en lugar de 0, como ante-
riormente. En este juego no construir sigue siendo una estrategia dominante cvando I tiene alto
costo. No obstante si su costo es bajo, la estrategia 6ptima de 1, dependera de la probabilidad y
apriori que asigne a Il de entrar. Construir es mejor que no construir si:

15y + 3.5(1 - y) > 2y + 3{1 — y), 0, y < 3.

Fl jugador I debe tratar de predecir el comportamiento de 11, al elegir su propia accion, y el
jugador 1I no puede inferir el comportamiento de I solamente por lo que sabe de L

Harsanyi propone tratar este caso, introduciendo una movida anterior de la naturaleza, que
determina el tipo de I (su costo), y el juego de informacién incompleta para II sobre los costos de
1, se transforma en un juego de informacién imperfecta sobre las movidas de la naturaleza, que
puede analizarse con técnicas habituales.

Ejemplo 75 Concurrencia de Cournot, con Informacion Incompleta.

Consideremos un duopolio, donde las firmas tienen las siguientes funciones de utilidad: u; =
¢:(0; — ¢i — g;), donde 8;. Es de conocimiento piblico que 8, = 1 pero la firma 2, tiene informacion
privada sobre 6. La firma 1 cree que #; = %, con probabilidad % 02 = %, con probabilidad % Las
dos firmas eligen su produccion simultaneamente.

Denotamos por gy al producte de la firma 1. ¢P representa el producto de 2, si 6, = §, GF en ol
otro caso. La eleccidn ¢a(6;) de la firma 2, debe satisfacer:

42(02) € argmaxg,{g2(02 — g1 ~ g2)} = q2(62) = (62 — q1)/2.

La firma 1 no conoce el tipo de la firma 2, su retorno sera entonces un retorno esperado sobre
el tipo de la firma 2:
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2-g7 g5

0 € argmaxg {3a(1 ~ @1~ §) + ja(l —~ —gf)} = ¢ = =% ‘
Sustituyendo adecuadamente obtenemos que: (g1 = 1/3,¢% = 11/24,¢¥ = 5/24) es un equi-
librio bayesiano.
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