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Tema 1Teoria de Juegos No Cooperativos

Introduccion

La Teoria de los Juegos no Cooperativos estudiaogelasituaciones de conflictentre
agentes econdémicos; es decir, estudia situacionels que los beneficios (ganancias,
utilidad o pagos) de cada agente econdmico dependesolo de sus propios actos sino

también de los actos de los demas agentes.

Supondremogugadores racionaley, por tanto, cada uno de ellos tratard de masdnsz
funcidn de beneficios (utilidad o pagos) dadascsugeturas o creencias sobre cOmo van a
actuar los otros jugadores. El resultado del judgpendera de las acciones de todos los

jugadores.

Una caracteristica fundamental de los juegos npearativos es queo se pueden establecer
contratosentre los jugadores que se hagan cumplir por wscdfs decir, no existe una
institucion externa (p.e. tribunales de justiciap gea capaz de hacer cumplir los acuerdos.
En este contexto, la cooperacion entre los jugadsdlo surgird como equilibrio o propuesta

de solucion si esta en el mejor interés de losdogss actuar asi.

Para cada juego trataremos de proponer una “salugife sea una prediccion razonable del

comportamiento racionale los jugadores (OBJETIVO).

Nos interesa la T2 de los Juegos no Cooperativagupaes de gran utilidad para modelar y
comprender los problemas econdmicasltipersonalesaracterizados panterdependencia
estratégica Como ejemplo consideremos la competencia endrerfgpresas de una industria.
La competencia perfecta y el monopolio puro (esegltido de no estar amenazado por la
entrada) son casos muy especiales y poco realistdsecuente es encontrarse en la realidad
industrias en las que existen pocas empresas gteexnuchas pero un niumero pequefo de

ellas produce un porcentaje muy elevado de la padan total). Cuando hay pocas empresas,
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la competencia entre ellas estard mediatizada gideraciones estratégicas: cada empresa
toma sus decisiones (precio, produccion, publicijladniendo en cuenta o conjeturando el
comportamiento de las demas. Por tanto, la comgatean un oligopolio, claramente la
podemos ver como un juego no cooperativo dondestagresas son los jugadores. Asi,
muchas de las predicciones o propuestas de solgu&provienen de la Teoria de los Juegos
nos seran de gran utilidad para entender el coamparhto de los agentes econémicos bajo

interaccion estratégica

En la seccién 2, definiremos las principales noesotie la Teoria de los juegos. Veremos que
existen dos formas de representar un juego: la doaxtensiva y la forma normal o
estratégica. En la seccién 3, analizaremos loscipaies conceptos de solucién y los
problemas que éstos presentan. Estudiaremos dibequde Nash y los refinamientos. La
seccion 4 estudia los juegos repetidos y, por altian la seccion 5 se presentan algunas

conclusiones.

1.1.Nociones fundamentales

Existen dos formas de representar un juego: la doemtensiva y la forma normal o
estratégica. Vamos a comenzar analizando los pales elementos de un juego en forma

extensiva.

1.2.1.Juegos en forma extensivédinamicos o secuenciales)

Un juego en forma extensiva especifica:

1) Los jugadores.

2) El orden del juego.

3) Las elecciones factibles para un jugador cuandtoda el turno (en cada nodo de
decision).

4) Lainformacion que tiene cada jugador en cada enud turnos de juego (nodos).
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5) Los pagos para cada jugador como una funcién dedssmientos seleccionados.

6) Distribuciones de probabilidad para movimientosadeaturaleza.

Un juego en forma extensiva se suele describiaes de urarbol de decisidonUn arbol de

decision esta constituido por ramas y nodos. Haytgms de nodos: nodos de decision y
nodos terminales. Hay que sefalar en cada nodgealte que tiene que tomar la decision.
Cuando alcanzamos un nodo de decision, el agerdsedaodo tiene su turno y elige en qué
direccion ir. Cuando se alcanza un nodo termingdreducen pagos: un vector de pagos en

cada nodo terminal que nos dice lo que gana cadalqu.

EJEMPLO 1: Juego de entrada

Consideremos una industria en la que hay una empestblecida, A, y un entrante
potencial, E. En la primera etapa del juego elagwér potencial decide si entrar o no en la
industria. Si decide no entrar el juego termina ypoducen pagos (A obtiene el beneficio de
monopolio) y si decide entrar entonces le toca@ld a la empresa establecida, A, que tiene
que decidir si acomodarse a la entrada de E (reggael mercado) o comenzar una guerra de
precios mutuamente perjudicial. En forma extenslguego quedaria representado de la

siguiente forma:

(4, 4)




SARRIKO-ON 6/09

Jugadores: E y A.

Acciones:E (entrar),NE (no entrar)Ac. (acomodar)G.P. (guerra de precios).
Nodos de decisiomu.

Nodos terminale3.

(X, y): vector de pagos. x: pago para el jugadoy:pago para el jugador A.

En cada nodo terminal se tienen que especificapémps de cada uno de los jugadores
(incluso aunque alguno de ellos no haya llegadgicdimente” a jugar).

Supuestos

(i) Todos los jugadores tienen la misma percepd®nomo es el juego.

(i) Informacion completa: cada jugador conoce dasacteristicas de los demas jugadores:
preferencias y espacios de estrategias.

(iif) Memoria perfecta: cada agente recuerda tadgule ha jugado.

Definicion 1:Conjunto de informacion
“Es la informacion de la que dispone cada jugadorcada nodo de decision que le

corresponde”.
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En el juego 1 el jugador 2 tiene diferente inforfdaen cada uno de sus dos nodosAESsi

le toca jugar sabe que el jugador 1 ha jugagenB que ha jugad®. Decimos que estos

conjuntos de informacion constan de un Unico nceldetision. En el juego 2, el jugador 2
tiene la misma informacion en sus dos nodos desideci Es decir, el conjunto de

informacion constaria de dos nodos de decision.

Un juego en el que existen conjuntos de informadémas de un nodo se dice que es un
juego de informacion imperfecta: alguno de los flogas no observa los movimientos del
otro o de los otros jugadores. Abusando del lemgs@jsuele llamar conjunto de informacion
al conjunto de nodos en los que un mismo jugaéaetgue jugar en ausencia de informacion

sobre el nodo concreto en el que se encuentra.

El hecho de que todos los jugadores sepan el égoedjo que estan jugando y el supuesto de
memoria perfecta limitan las situaciones en lasmgpoemos tener conjuntos de informacion

con mas de un nodo.

) ()
) | ()
) 2 ()
D
2

Juego 3

El juego 3 estd mal representado ya que no serjaego de informacion imperfecta. Si el

jugador 2 conoce el juego, cuando le toque jugaseyenfrente a tres alternativas
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automaticamente deducira que se encuentra en elswkrior. Es decir, el juego en forma
extensiva deberia ser como el del juego 4. Poo.tantin conjunto de informacion consta de
dos o mas nodos de decision, en cada uno de dllosilero de opciones (acciones o

movimientos) debe ser el mismo

\
(., .)

Juego 5 Juego 6

()

El supuesto de memoria perfecta impide situacione® la del juego 5. El jugador 1 cuando
le toca jugar en su segundo nodo de decision “rdaligerfectamente lo que hizo en el

primero. La forma extensiva deberia ser como |ausgjo 6.

Definicion 2 Subjuego

“Lo que queda por jugar a partir de un nodo dedil@ej siempre y cuando lo que quede por
jugar no forme parte de un conjunto de informaciérdos o mas nodos. Al formar subjuegos
se miran partes del arbol de decision que puedastreirse sin romper ningun conjunto de
informacion. Un subjuego comienza en un conjuntanfiermacion de un unico nodo de
decision y todos los nodos de decision de un mismaunto de informacion deben

pertenecer al mismo subjuego.”
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EJEMPLO 2: El dilema del prisionero

Dos individuos, Ay B, son detenidos como sospeahde haber cometido conjuntamente un
delito. La policia les interroga en habitaciongsasadas de forma que no hay comunicacion
entre ellos. Cada uno tiene la posibilidad de carke culpableQ) o no confesarNC). Si
s6lo confiesa uno éste queda en libertad y lasridaties culpan al otro condenandole a 6
meses. Si ambos niegan su participacion son coddsna 1 mes cada uno y si ambos

confiesan son condenados a 3 meses cada uno.

- Caso simultaneo cada individuo toma su decision sin saber loltpudecidido el otro.

C 1, 1)
C
NC (3, 0)
A C
NC ©.3)
NC 2,2

DP1
Hay un conjunto de informacién con dos nodos destec Es un juego de informacién

imperfecta. S6lo hay un subjuego que coincide t@nopio juego.

- Caso secuencialel segundo observa la eleccion tomada por elgrarfy éste lo sabe).

C 1, 1)
C
5 N (G0
A C
NC ©.3)
5 2,2
pp2 NC (2, 2)
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El juego DP2 es un juego de informacion perfecteerye tres subjuegos. “En los juegos de

informacion perfecta hay tantos subjuegos como siddadecision”.

Definicion 3 Estrategia

“Una estrategia de un jugador es una descripcidmpteia delo que hariaen caso de ser
llamado a jugar en cada uno de sus nodos de decidigly que especificarlo incluso en
aquellos nodos que no fueran alcanzables paralél@aomportamiento actual del otro o de
los otros jugadores”. Es uplan de comportamient® plan de conducta(Ejemplos:
entrenador de baloncesto, demanda del consumifiotaae la empresa competitiva...). Es
una funcion en la que cada jugador asigna unaraecicada nodo que le corresponde. Una
estrategia de un jugador tiene tantas componewpt@® conjuntos de informacion tenga el

jugador.

Definicion 4 Accién

“Es una eleccién (decision o movimiento) en un nddalecision”

Las acciones son “fisicas” y las estrategias sonjaturales”.

Definicion 5 Jugada o combinacién de estrategias

“Es una especificacion de una estrategia parawadale los jugadores”. El resultado (vector

de pagos) de una jugada debe quedar inequivocaneteteninado.

10
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EJEMPLO 1: Juego de entrada
Es un juego de informacion perfecta y dos subjue@asla jugador tiene dos estrategias:
Sg ={NE,E} y Sy ={Ac.,GP}. Combinaciones de estrategiasE( Ac.), (NE, G.P), (E,

Ac)y (E G.P).

EJEMPLO 2: Dilema del prisionero

DP1 Es un juego de informacién imperfecta y tienesubjuego. Cada jugador tiene dos
estrategiasSp ={C,NC} y Sz ={C,NC}. Combinaciones de estrategia€, C), (C, NC),
(NC, C) y (NC, NC).

DP2 Es un juego de informacion perfecta y tiene sebjuegos. El jugador A tiene dos
estrategias Sy ={C,NC} pero el jugador B tiene cuatrBg = {CC,CNC NCC NCNQG.
Combinaciones de estrategia€, (CC), (C, CNO), (C, NCO), (C, NCNQ, (NC, CO),

(NC,CNC), (NC, NCC) y (NC, NCNO).

EJEMPLO 3

, 10)

El jugador 1 tiene en su primer nodo de decisiGmisibles accioneb, el, y en el segundo

nodo también dos accionesyr. § ={Ds,Dr,Is,Ir} yS, ={R S

11
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1.1.2.Juegos en forma normal o estratégicésimultaneos o estaticos)

Un juego en forma normal se describe por:
1) Los jugadores.
2) El conjunto (o espacio) de estrategias de aagkedpr.

3) Una funcion de pagos que asigna a cada combimdel estrategias un vector de pagos.

El elemento clave de esta forma de representauegojes la descripcion de los pagos del
juego en funcion de las estrategias de los jugadasia explicitar las acciones que se van
tomando a lo largo del juego. La representaciofiograpara dos jugadores, es una matriz

(binaria) de pagos que tiene como entradas lablpesstrategias de los dos jugadores.

EJEMPLO 1: Juego de entrada

A
(0, 10) Ac. G.P.
(4. 4) NE| (0, 10) (0, 10)
E E
El 49 (-1, -1)
.('11 '1)
EJEMPLO 2: Dilema del prisionero
B
C (1, 1) C NC
C
NTo (3, 0) C 1, 1) (3,0)
A C A
NC ©.3) Nl 03 | @2
NC (2, 2)

12
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B
C 11 CC CNC NCC NCNC
C
B N GO c| @yl wyl| 30| 30
A NC < ©.3) A
NC| (0,3 22| ©3) | 2
B

EJEMPLO 3

Ds (10, 0)| (10,0)

Dr | (10, 0)| (10, 0)

Is 4,4 | @,-1)

Ir 4,4) | (8, 10)

Relacion entre juegos en forma normal y juegos eifma extensiva

a) Para todo juego en forma extensiva tenemos heafdnequivoca un juego en forma
normal que le corresponde. Esto es debido a queegb en forma normal se describe en
funcion de las estrategias de los jugadores.

b) (Problema) Juegos diferentes en forma extensivaen tener la misma forma normal.

(Ejemplo: dilema del prisionero, DP1, cambiandorelen del juego).

13
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1.2.Conceptos (criterios) de solucién de juegos no caaativos

El objetivo es intentar predecir como se van a aotap los jugadores cuando se enfrentan a
un determinado juego. NOTA: “Una propuesta de $6funo es un vector de pagos sino una
combinacion de estrategias, una para cada juggderconducira a un vector de pagos. Nos

interesa predecir comportamientos, no ganancias.

Notacion

i: Jugador representativior 1,...,n

S conjunto o espacio de estrategias del jugador

sj U S : estrategia del jugador

s_j S : estrategia 0 combinacion de estrategias deljog@dor (o los otros jugadores).

M;(5,s-j): beneficio o ganancia del agente i correspondianéecombinacion de estrategias

S=(S,Sp....-Sp) E(5,55)-

1.2.1.Criterio de dominacion

Definicion 6 Estrategia dominante
“Una estrategia es estrictamente dominante pargugador si lleva a unos resultados
estrictamente mejores (mayores ganancias) quest o sus estrategias ante cualquier

combinacion de estrategias de los demas jugadores”.

“Si N,(s,s,)>MN (s, s)0,s3.S & %0,9 .4 entonces s’

-

es una estrategia

(estrictamente) dominante del jugador

14
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EJEMPLO 2: Dilema del prisionero

En el juego DP1 “confesar’C, es una estrategia dominante para cada jugador.
Independientemente de lo que haga el otro jugamlondjor que puede hacer cada uno es
confesar.

La presencia de estrategias dominantes conduceaasalocion del juego. Cada jugador
utilizara su estrategia dominante. La propuestasalecion para el juego DP1 sera la

combinacion de estrategids, C).

Definicion 7 Dominacion (estricta)
“Decimos que una estrategia domina estrictamermtigaapara un jugador cuando conduce a

mejores resultados cualesquiera que sean laseggimseguidas por los demas jugadores”.

“Si N,(s%,s,)>M, (8, s),0s0 S, entonces’s domina estrictameatés”.

Definicién 7’ Estrategia (estrictamente) dominada
“Decimos que una estrategia esta estrictamente rdatai para un jugador si existe otra
estrategia que conduce a mejores resultados cugesgue sean las estrategias seguidas por

los demas jugadores”.

w dd

5™ esta estrictamente dominadds  tal guées', s)>nN (&, s),0 sO0 S

El criterio de dominacion consiste en la eliminaciterativa de estrategias estrictamente

dominadas.

15
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EJEMPLO 4

b L Ly

s | @3 @n] 09

s, | G5 (6.1 (4-2

En este juego no existen estrategias dominanteser@bargo, la presencia de estrategias
dominadas nos va a permitir predecir un resultsdmos a aplicar el criterio de dominacion.
Como la estrategidg es una estrategia estrictamente dominadatpa@l jugador 1 puede
conjeturar (predecir) que el jugador 2 nunca @ibzesa estrategia. Dada esta conjetura, que
supone racionalidad del jugador 2, para el jugddsy es mejor ques;. La estrategi&; solo
seria utilizada ante la posibilidad de que el jogajueguet;. Como el jugador 1 piensa que

el jugador 2 es racional asignara una probabilitlsld a que el jugador 2 juegtie En ese
caso, el jugador 1 deberia jugary si el jugador 2 es racional lo mejor que potidaer es
jugar t;. La utilizacion del criterio de dominacion sucesie repetida (eliminando las

estrategias dominadas y computando los juegosidei)@ermite resolver el juego.

EJEMPLO 5 2

s | (10,0 (5,2

s, | 10,1)] (2,0

En este juego no existen estrategias dominantestraitegias dominadas (estrictamente).

16
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Definicion 8 Dominacion débil
“Una estrategia domina débilmente a otra para gadar si lleva a resultados por lo menos
tan buenos como la segunda cualesquiera que seastlategias seguidas por los demas
jugadores, y estrictamente mejores que la seguaidagbguna combinacion de estrategias de
los demas”.

Siddt

“Si M,(s®, )= (§* $),0s0 SyCs; tal queN;(s™, s;)>n;, s,), entonces

sidbdomina débilmente addt".

Definicidén 8 Estrategia débilmente dominada

“Una estrategia esta débilmente dominada paragadjpr si existe otra estrategia que lleva a
resultados por lo menos tan buenos como la priroeatesquiera que sean las estrategias
seguidas por los demas jugadores, y estrictamemjeres que la primera para alguna

combinacion de estrategias de los demas”.

“siddt es una estrategia débilmente dominada si exista ei;trategiasiOlb tal que

M(s* s)2M (8" §).0s0 §yClstalquen (s s)>M (" s) "

En el Ejemplo 55 domina débilmente &. El jugador 2 podria conjeturar que el jugador 1
jugaras; y ante esta conjetura lo mejor que podria haaéa gegart,. Siguiendo el criterio

de dominacion deébil nuestra propuesta de solu@da §;,t,).

Sin embargo, la aplicacion sucesiva del criteri@dminacion débil puede llevar a resultados

problematicos como ocurre en el Ejemplo 6, 0 anmgner ninguna soluciébn como ocurre

17
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en el Ejemplo 7 (al no existir ni estrategias damies, ni dominadas, ni débilmente

dominadas).

EJEMPLO 6

b L I3

s | (10,0)| (5,1) |(4,-200)

1
s, (10,100] (5,0) | (0,-100
EJEMPLO 7
2
tl t2 t3

s | (410) (3,0) 1, 3)

s, | (0.0)]| (2 10) (10,3)

18
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1.2.2.Criterio de induccion retroactiva

Vamos a utilizar el criterio de dominacion paralaaa la forma extensiva. Consideremos el
Ejemplo 1.

EJEMPLO 1: Juego de entrada

A
(0, 10) Ac. G.P.
4. 4) NE| (0, 10) (0, 10)
E E
El @4, 4 (-1,-1)
o1 -1)

En el juego en forma normal, el jugador A tiene as@ategia débilmente domina@apP.. El
jugador E podria conjeturar esto y judarSin embargo, el jugador E también podria haber

elegidoNE para asegurarse el pago ante la posibilidad déqugaraG.P..

En el juego en forma extensiva, la solucién es maégral. Se aplica la induccion hacia atras
o induccidn retroactiva. El jugador E como juegenpro puede conjeturar, correctamente,
gue si juegd& seguro que el jugador A elegiéa.. El jugador E al jugar antes que A puede
anticipar el comportamiento de A. En la forma egiesm tenemos mas informacion ya que
cuando A juega conoce el movimiento de E. El datee induccion retroactiva consiste en

aplicar el criterio de dominacién sucesiva de forateoactiva comenzando desde el ultimo(s)
subjuego(s). En el Ejemplo 1, en forma extensiverigerio de induccion retroactiva propone

como solucionk, Ac.).

19
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Resultada Si el juego es de informacion perfecta y sin engpagé criterio de induccidn

retroactiva nos llevara a una unica propuesta dieision.

Problemas

(i) Posibilidad de empates

(ii) Informacién imperfectaExistencia de conjuntos de informacién con masrdeodo.

(iii) ElI éxito de la induccién hacia atrds reside que todas las conjeturas sobre la
racionalidad de los agentes se verifiguen exactiram independencia de lo largo que sea

el camino hacia atras. (Requieaeionalidad ilimitadg

EJEMPLO 8

La induccion retroactiva no nos lleva a ningunappesta de solucién ya que en el dltimo
subjuego el jugador 1 esta indiferente estyer. En el subjuego anterior el jugador 2 no

tendria una accion dominada (ya que no seria cdpapredecir el comportamiento del

jugador1).
EJEMPLO 9
(2,2)
(2,0)
(0, 1)
(-1,3)
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No podemos aplicar el criterio de induccion rettvac

EJEMPLO 10: El ciempiés de Rosenthal (1981)

1ip 2p 1 p?2op 1 b 2pb 1 D2 D (100 100
B{ BI BI B BI BI BI BI
(1,1) (0,3 (22 (L4 (98, 98) (97,10C (99, 99) (98, 101)

En el resultado de induccidn retroactiva los pagos(1, 1). ¢ Es posible otra racionalidad?
1.2.3.Equilibrio de Nash

El jugadori, i =1,..., n, viene caracterizado por:

() Su espacio estrategics;.

(if) Una funcién de beneficios o funcion de ganasdil;(s,s—j) dondes; S y s_; US;.

Cada jugador tratard de maximizar su funcion defi@os (utilidad o ganancias) eligiendo
una estrategia apropiada con conocimiento de Ipacéss estratégicos y las funciones de
beneficios de los otros jugadores aunque sin cerlacestrategia concreta utilizada por los

rivales. Por tanto, cada jugador debe conjeturastieategia utilizada por los rivales.

Definicién 9 Equilibrio de Nash
“Una combinacion de estrategiab; E(g*,...,st,) constituye un equilibrio de Nash si el

resultado para cada uno de los jugadores es mapuab que el resultado que obtendrian,

permaneciendo constante la jugada de los demasndogotra estrategia. Es decir,

*

s =(s,...,5,) es un equilibrio de Nash §tt; (s ,s.) = M;(s,s;) Os 0S,0i,i =1...n."

21
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En una situacion de equilibrio se tienen que cunaigs condiciones:

(i) Lasconjeturasde los jugadores sobre como van a jugar los svédden sezorrectas

(i) Ningun jugador tiene incentivos a cambiar stra&egia dadas las estrategias de los demas
jugadores. Este es un elementordeionalidad individual dado lo que hacen los demas
hacerlo lo mejor posible. O lo que es lo mismo,gam jugador aumenta sus beneficios

(utilidad o pagos) mediante udasviacion unilateral

Ser equilibrio de Nash es umandicidn necesaria requisito minimo para que cualquier
propuesta de solucién de un juego sea una predicai&bnable del comportamiento racional
de los jugadores. Sin embargo, como ya veremos nma condicion suficiente. Es decir, no
basta con que una combinacion de estrategias silibeg de Nash para que sea nuestra

prediccidn de la solucion de un juego.

Definicién 10 Equilibrio de Nash
“Una combinacion de estrategiaﬂg E(g*,...,s;) constituye un equilibrio de Nash si la
estrategia de cada jugador es la mejor respuestianenos una de ellas) ante las estrategias
seguidas por los otros jugadores.” Es deﬁir,s (Si, ...,S;) es un equilibrio de Nash si:

s OMR (s)ii =1,...n

dondeMR (s ;) :{q 0S:M(5.55)2M(5.55), 05 0S5 ¢s1}

Una forma sencilla de calcular los equilibrios d&sh consiste en construir los conjuntos de

mejores respuestas de cada jugador ante las g&iga{e combinaciones de estrategias) del
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otro (o los otros jugadores) y buscar aquellas ¢oacibnes de estrategias que sean

mutuamente mejores respuestas.

EJEMPLO 11

5, 3 , 20, 5
a| (53] (511) (20,5) . i @
1 b | (911) (2,8 | (15,6) @ i c

c| (3,10) (10,2) (0,5)

La combinacion de estrategids If) constituye el unico equilibrio de Nash del juego.

EJEMPLO 7

s | 410 30| 13

s, 0.0 (210 (103)

Notese que para este juego el criterio de dominagtHnos proponia ninguna solucion. Sin
embargo, la combinacion de estrategfast;) constituye el Unico equilibrio de Nash del

juego.
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1.3.Problemas y refinamientos del equilibrio de Nash

1.3.1.Posibilidad de ineficiencia
Es habitual encontrar juegos en los que el eqiglide Nash no es Optimo de Pareto
(eficiente).

EJEMPLO 2: Dilema del prisionero

c_ @ c 0 e
C
NC~ (3,0) c| @1 (3,0)
A O () A
NC
NC| (0, 3) (2,2)
NG 2, 2)

(C, C) es un equilibrio de Nash en estrategias domisarf8& embargo, encontramos otra

combinacion de estrategids$@, NC) en la que ambos jugadores obtienen mayores gasanc

1.3.2.Inexistencia de equilibrio de Nash

EJEMPLO 12 2
t t,
s | @o)| 0
1
s, | @D | @0
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En este juego no existe equilibrio de Nash en tegfi@s puras. Sin embargo, permitiendo la
utilizacion de estrategias mixtas (distribuciones prrobabilidad sobre el espacio de
estrategias puras de un jugador) se obtiene etadsude que “siempre existe equilibrio de

Nash en estrategias mixtas (juegos finitos)”.

1.3.3.Multiplicidad de equilibrios de Nash

Vamos a distinguir dos tipos de juegos.

1.3.3.1.Sin posibilidad de refinamiento o seleccion

EJEMPLO 13: La batalla de los sexos

Una pareja de novios tiene que elegir entre itired o al teatro. El novio prefiere el cine al

teatro, pero prefiere ir al teatro acompafado qusoio al cine. Similarmente (pero al

contrario) para la novia. El juego en forma noresl

Na
C T
C 32 (1, 1)
No
T (1, 1) 23

En este juego hay dos equilibrios de Nadh; C) y (T, T). Existe un problema de

coordinacion pua.
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1.3.3.2.Con posibilidad de refinamiento o seleccion

a) Criterio de eficiencia
Elegir el equilibrio de Nash que proporcione maggragos a los jugadores. No es en general

un buen criterio de seleccion.

b) Criterio de dominacién débil
El criterio consiste en eliminar aquellos equiliisrde Nash basados en estrategias débilmente
dominadas. Aunque como concepto de solucion nauesdy nos permite seleccionar entre

los equilibrios de Nash.

EJEMPLO 14
2
D |
D (b (0,0)
1
I (0, 0) G, 0

Equilibrios de Nash:[¥, D) y (I, 1). Jugarl es una estrategia débilmente dominada para cada
jugador. JugandD cada jugador se garantiza un pago por lo menaoaltarromo jugandé.
Tenderiamos a rechazdy | por estar basado en estrategias débilmente ddasnRor tanto,

proponemos como solucion la combinacion de esiestdg, D).
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c) Criterio de induccion retroactiva y equilibrio pedto en subjuegos

EJEMPLO 15

Dr R, S R Ir, Is
Ds R,S s Dr, Ds
I R

Is S

En este juego hay tres equilibrios de Nagh;, §), (Ds, S y (Ir, R). Comencemos mirando a
la solucién eficiente:l(, R). Este equilibrio de Nash presenta un problemasiesegundo
nodo de decision el jugador 1, aunque no es albézesta anticipando (amenazando) que
jugariar. Amenazando con trata de conseguir que el jugador 2 jueBug asi obtener mas
pago. Pero este equilibrio esta basado en una amena creible: aunque, dada la estrategia
del jugador 2, el segundo nodo de decision deldogd no es alcanzable, si lo fuera el
jugador 1 nunca elegiriaya que es una accion dominada (amenaza no creidis)en el
altimo subjuego. El refinamiento que vamos a wilizonsiste en la eliminacion de aquellos
equilibrios basados en amenazas no creibles (es deciones dominadas dentro de los
subjuegos). De la utilizacién conjunta de la noai@nequilibrio de Nash y del criterio de

induccion retroactiva surge la nocién de:

Definicién 11 Equilibrio perfecto en subjuegos
“Una jugada o combinacion de estrateg§s£(§,...,s:,), que sea equilibrio de Nash,

constituye unequilibrio perfecto en subjuegas las partes relevantes de las estrategias de
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equilibrio de cada uno de los jugadores son tambigrequilibrio para cada uno de los

subjuegos.”

En el Ejemplo 150r, § y (Ir, R) no son equilibrios perfectos en subjuegos. Eilibgio
perfecto en subjuegos se obtiene por inducciéroaetiva. Comenzamos por el ultimo
subjuego. En este subjueges una acciéon dominada; por tanto, no puede fopawde de la
estrategia del jugador 1 en un equilibrio perfestcsubjuegos, de modo que la eliminamos y

computamos el juego reducido

1, 1)

(2,2)

r (-1,-1)

En la segunda etapa de la induccion retroactiva fimos en el anterior subjuego, el
correspondiente al jugador 2. En este subjlR@s una accion dominada para el jugador 2.
Dado que el jugador 2 anticipa que el jugador lvaca jugarr jugar R es una accion

dominada o amenaza no creible. Por tanto, la edimas y computamos el juego reducido

D (1, 1)

(_11 _1)
' (0, 3)
En su primer nodo de decision el jugador 1 tienmaaccion dominada (en el juego

reducido) I, y por tanto jugard. Luego el equilibrio perfecto en subjuegos Bs, (S.
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Podemos interpretar la logica de la induccidn esffiva de la siguiente forma. Cuando el
jugador 2 tiene que elegir deberia conjeturar gyeegas el jugador 1 seguro que jugas.a

El jugador 2 es capaz de predecir el comportamieional del jugador 1 ya que este ultimo
observa la accion elegida por él. Si el jugados Igealmente racional deberia anticipar el

comportamiento del jugador 2 y judar

EJEMPLO 16 1, 2)

(2,2)

(2,0)

0, 1)

('11 3)

En este juego hay multiples equilibrios de Naslo yodemos aplicar la induccion retroactiva
al tener un subjuego de informacion imperfecta.qgue hacemos es resolver el subjuego
inferior del jugador 2 como si fuera un juego emsmo. En este subjuego hay un equilibrio
de Nash que &3, r. En el subjuego superior la Unica amenaza creillgigador 2 e&. Por
tanto, el jugador 1 tiene que elegir errg B anticipando que si elighk el jugador 2 elegira

L y que si eligeB, el jugador 2 y el 1 jugara®, r. Por tanto, el equilibrio perfecto en
subjuegos eBf, LO). Hay que notar que las partes relevantes destestegias de equilibrio

son también de equilibrio en cada uno de los sgbgie
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1.3.Juegos repetidos

EJEMPLO 2: Dilema del prisionero

C
NC (3,0) C (1, 1) (3,0)
A C (0, 3) A
NC
NC| (0,3) (2, 2)
NC (2, 2)

Cuando el juego se juega una v€z ) es un equilibrio de Nash en estrategias domisante
la cooperacion o colusion entre los jugadores npusele sostener como equilibrio. Aunque
los jugadores obtendrian mayores pagos en la cawibm de estrategiadNC, NC) ambos
tendrian incentivos a desviarse utilizando su &gra dominante. En esta seccion vamos a

estudiar las posibilidades de cooperacion entrgutgedores cuando el juego se repite.

1.3.1.Horizonte temporal finito

Supongamos que el juego (el dilema del prisionseojepite un numero finito de vecds:
(conocido por ambos jugadores). Conocemos quessilTel Unico equilibrio de Nash del
juego esC, C).

Lo primero que hay que notar es que si el juegeiée durante T periodos, una estrategia de
un jugador en el juego repetido debe indicar lo lnaréa este jugador en cada etapa del juego
contingente con la historia pasada.

Vamos a utilizar un argumento deduccion retroactivapara mostrar que en el Unico

equilibrio perfecto en subjuegos de este juegotiggpeada jugador (independientemente de

30



SARRIKO-ON 6/09

la historia pasada) elegira “confesar” en cadazethgh juego. Consideremos T,t =1, 2,.....,

T, iteraciones del dilema del prisionero.

Comencemos mirando al periodloen esta ultima etapa del juego todo lo antel#ohistoria
pasada del juego) resulta irrelevante (ya que msiesfuturo) y solo queda por jugar una vez
el dilema del prisionero. Por tanto, como cada dogaiene como estrategia dominante
(cuando el juego se juega solo una vez) “confegsargl altimo periodo cada jugador decidira
“confesar”. La Unica razén para jugar “no confesar’una etapa del juego seria para intentar
mejorar en el futuro ya que esta accién podriairgerpretada como un signo de buena
voluntad por el otro jugador consiguiendo su coagién. Pero en la ultima etapa del juego

ya no hay futuro y por tant&( C) es inevitable.

Consideremos ahora el periodo T-1. Dado que loadoiges anticipan que en el ultimo
periodo no van a cooperar, lo mejor que puedenrigacel periodo T-1 es seguir su estrategia
dominante a corto plazo, es decir, “confesar”. hcadlrazon para jugar “no confesar” en esta
etapa del juego seria para intentar mejorar entetd, pero en el periodo T los jugadores
elegiran C, C). El mismo argumento se aplicaria a los period@s T-3,....hasta el periodo

1. Por tanto, el equilibrio perfecto en subjuegelsdilema del prisionero repetido un nimero
finito de veces T, consiste simplemente en T rejetes del equilibrio de Nash a corto plazo.
Por tanto, si el juego se repitiera un numero dir(y conocido) de veces, en el Unico
equilibrio perfecto en subjuegos cada jugador deegu estrategia dominante a corto plazo
en cada ronda del juego. Luego la cooperacion égrgigadores no se puede sostener como

equilibrio cuando el horizonte temporal es finito.
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1.3.2.Horizonte temporal infinito
Hay dos formas de interpretar un horizonte tempafaito:
(i) Interpretacion literal el juego se repite infinitos periodos. En estatexto, cuando un

jugador compara una estrategia con otra deberipa@mel valor presente descontado de las
respectivas ganancias. Séa el factor de descuento, 0&< 1. Sir es el tipo de interés,

1

S 1+r
(ii) Interpretacion informacionalno se conoce la duracion del juego. En cada etelpjaego
existe una probabilidad 0 & < 1 de que el juego continte. En este marco, fagkdor

deberia comparar el pago esperado (que tambiérodeapdescontar) de las diferentes

estrategias.

En este contexto, una estrategia de un jugadorciispea su comportamiento en cada
periodot como una funcién de la historia pasada del juBgpresentdd,_; ={S,;,S,; trlll,

dondes;, [{C,NQ, la historia pasada del juego.

En primer lugar nétese que hay un equilibrio peédfean subjuegos del juego infinitamente
repetido en el que cada jugador juega C (su egisatbominante a corto plazo) en cada
periodo. Cada jugador tendria como estrategia &samfen cada periodo con independencia

de la historia pasada del juego”.

Vamos a ver si ademas del anterior equilibrio, &lgyin equilibrio perfecto en subjuegos en

el que los jugadores cooperen. Consideremos laesigucombinacion de estrategias a largo

plazo. SiC ={s; (Ht—l)}toil
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donde,
NC  sitodosloselementosle H;_; sonigualesa(NC,NC)ot =1
St(Hi-1) = C :
encasaocontrario
i=1,2.

Noétese que estas estrategias a largo plazo in@rpamenazas implicitas de castigo” en
caso de violacion del acuerdo (implicito) de coapgm. La amenaza para que sea creible

debe ser equilibrio de Nash.

Para ver si en este contexto se puede sostener eguildrio la cooperacion, tenemos que
comprobar que los jugadores no tienen incentiviassaiarse; es decir, que la combinacion de
estrategias(sf,sg) constituye un equilibrio de Nash del juego repetiEl valor presente

descontado de las ganancias futuras del jugad®rcooperar viene dado por:

2
7T(S’,S) =2+25+20% +...=2(1+ 0+ 0° + '"):ﬁ

Supongamos que el jugadase desvia y lo hace en el primer periodo del juBgalo que el
otro jugador si sigue su estrategia le penalizararde el resto del juego lo mejor que puede
hacer si confiesa en el primer periodo es confesabién durante el resto del juego. Sus
ganancias vendrian dadas por:

1

7(s,S) =3+15+158° +....=3+ 51+ 5+ +..) =3+ 075

La cooperacion sera equilibrio de Nash si ningueolas jugadores tiene incentivos a
. . . . C C C . . q 1
desviarse; es decir, sf;(S;,S;) 2 71;(S ,S/). Es inmediato comprobar que 525

ninguno de los jugadores tiene incentivos a rompacuerdo de colusion.
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Vamos a comprobar a continuacion como el equilibsgerfecto en subjuegos: es decir, que
las amenazas son creibles. Consideremos un submegosurge después de que una
desviacion se ha producido. Las estrategia de jcg@dalor exige “confesar” en todo periodo

futuro independientemente del comportamiento devsill Este par de estrategias constituye
un equilibrio de un dilema del prisionero infinitame repetido ya que cada jugador si no se

desvia obtendria un pago de (si la desviacion gedtaucido en el periodo T-1)

T-1

_ Jo)
O Y1+ 0+0%+..)=
( ) 15

mientras que obtendria un pago de 0 cada periodo sgu desviase de la estrategia

cooperativa.

El analisis anterior sirve como ejemplo de un ppiocgeneral que ocurre en situaciones de
juegos repetidos con horizonte temporal infinito. €stos juegos es posible sostener como
equilibrio comportamientos que no son de equilieio el corto plazo. Esto se produce
gracias a la “amenaza implicita de castigo” de @ueaso de incumplimiento del acuerdo se
“castiga” durante el resto del juego. De modo duauenento de beneficios (derivado de la
violaciéon del acuerdo) a corto plazo no compenggétdida de beneficios durante el resto del

juego.

1.4.Conclusiones

Hemos visto diferentes métodos de resolucion dgogieaunque ninguno de ellos esta exento
de problemas. El criterio de dominacién (eliminacid®e estrategias dominadas) aunque util
para resolver algunos juegos no sirve para otros akalizar ninguna propuesta de solucion.

La version “débil” de este criterio (eliminacién dstrategias débilmente dominadas) es de
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gran utilidad para seleccionar entre los equildbbde Nash especialmente en juegos en forma
normal o estratégica. El criterio de induccidn cattiva permite realizar propuestas de
solucion en juegos en forma extensiva. Tiene leoimapte propiedad de que para juegos de
informacion perfecta y sin empates conduce a uneaUpropuesta de solucidon. Pero la
posibilidad de empates, la existencia de infornrra@mperfecta y la racionalidad ilimitada
que puede requerir en algunos juegos son los péles problemas que presenta. Este criterio
de induccion retroactiva resulta de gran utilidadapseleccionar entre los equilibrios de Nash
(en juegos en forma extensiva). De la utilizacionjgnta de este criterio y de la nocion de

equilibrio de Nash surge el concepto de equilipedecto en subjuegos.

Aunque también presenta problemas (ineficienciexigtencia y multiplicidad) el equilibrio
de Nash es el criterio de solucion mas general § ampliamente utilizado para resolver
juegos. Se considera que ser equilibrio de Nashnescondicidbn necesaria (aungque no
suficiente) para que cualquier propuesta de salucéa una prediccion razonable del
comportamientos racional de los jugadores. Si pigan juego se propone como solucién
una combinacion de estrategias que no constituyuitibrio de Nash, esta prediccién sobre
el comportamiento de los jugadores se veria destagmor el propio desarrollo del juego. Al
menos un jugador tendria incentivos a cambiar sategia con respecto a la predicha para él.
En conclusion, aunque presenta problemas, existgunanimidad sobre que toda propuesta

de solucion debe ser como minimo equilibrio de Nash
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Tema 2EI oligopolio

Introducciéon

La T2 de los Juegos no Cooperativos es de gradadtipara modelar problemas econémicos
con muchos agentes caracterizados ipberdependencia estratégican particular para
analizar la competencia entre las empresas denghestria. La competencia perfecta y el
monopolio puro (en el sentido de no estar amenapadda entrada) son estructuras de
mercado poco realista. Lo frecuente son indusii@das que existen pocas empresas 0
existen muchas pero un numero pequefio de ellasiggagh porcentaje muy elevado de la
produccion total. Con pocas empresas, la competerestara caracterizada por
consideraciones estratégicas: cada empresa tomadesisiones (precio, produccion,
publicidad, gastos en I+D..) teniendo en cuentaometurando el comportamiento de las
demas. La competencia en un oligopolio, la podergrspor tanto como un juego no
cooperativo donde las empresas son los jugadorsis. aloptaremos una perspectiva de
Teoria de los Juegos para analizar los diferentagelos de oligopolio. Para cada caso nos
preguntaremos cual es el juego que estan jugasdaniaresas (informacion, orden de juego,
estrategias..) y cual la nocion de equilibrio. Utiferencia importante entre los juegos del
capitulo anterior y los que resolveremos en egpéuda es que aquéllos eran juegos finitos

mientras que éstos son juegos infinitos.
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2.1.El modelo de Cournot

2.1.1.Duopolio

(i) Contexto.

(i) Representacion del juego en forma normal.

(iif) Nocion de equilibrio.

(iv) Funcidén de mejor respuesta. Caracterizacidregeilibrio.

(v) Ejemplo. Representacion grafica.

(i) Contexto

El modelo de duopolio de Cournot tiene cuatro darésticas basicas:

a) Consideramos un mercado en el quezhempresas

b) Producto homogénedts decir, desde el punto de vista de los consamesdos productos
producidos por las dos empresas son sustitutivdsgbes.

c) Competencia en cantidadeka variable de eleccion de cada empresa es el di&

produccion. Searx, y x, los niveles de produccion de las empresas 1egspectivamente.

d) Eleccién simultanealas empresas tienen que elegir simultaneamergeniseles de
produccion. Es decir, cada empresa tendra que slegiivel de produccidn sin conocimiento
sobre cudl seré la eleccion del rival. Elecciénuiédmea no significa necesariamente que las
elecciones se realicen en el mismo instante deptetdn contexto equivalente seria uno en el
gue una empresa elige primero su nivel de prodocgidiego una segunda empresa elige su
produccion pero sin observar la decision adoptaddgpprimera. En otros términos, eleccion
secuencial junto con informacion imperfecta (elagor que juega en segundo lugar no

observa lo que hace el que juega en primer luggriyeldria a eleccion simultanea.
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La funcién inversa de demanda péx), siendo p (X) <0. Como el producto es homogéneo,
el precio al que puede vender su produccion cualguile las empresas dependera de la
produccion agregadap(x) = p( %+ %).

El coste de produccion de la emprésesC (), i=1,2.

(il) Representacion del juego en forma normal

1) i =1,2. (Jugadores)

2) x20. Como estrategia para el jugadonos valdria cualquier cantidad no negativa
(cualquier namero real no negativo). De manera vadgmte podemos representar las
estrategias del jugadocomo x [0, ), i =1,2.

3) La ganancia que obtiene cada empresa dada iracion de estrategigs;, X,) es:

M (%, %) = p(x+ %) x— G( %
=M%, %)= plx+ x) x= (N, 1 FL2, i
M,(%, %) = P(X+ %) %= C( %)

(iif) Nocién de equilibrio. Equilibrio Cournot-Nash
Es muy sencillo adaptar la definiciéon de equilibaim Nash que consideramos en el capitulo
anterior al nuevo contexto.

“s =(g,.., §) es un equilibrio de Nash $it; (5, ;) 2 M;(s, s;) O 0S,0,i =1...n."

En el juego de duopolio de Cournot diremos:
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“ (X, %) es un equilibrio de Cournot-Nashf3j(x’, X )=, (x, x) Ox=0,i, j= 1,2,jZ i".

Resultara mas util la segunda definicion basadasmejores respuestas.

s =(S,..§) es un equilibrio de Nash siis OMR(S)0Oji=1..,n donde

MR (s;) :{51 0§ :Mi(s,5) 2Mi(s,s4), 05 0S5 ¢51}

En el juego de duopolio de Cournot diremos:

“ (X, %) es un equilibrio de Cournot-Nash &i = f(X), i,j=1,2,j Zi ™.

Donde f,(x;) es la funcion de mejor respuesta de la empraste las producciones de la
empresa.

(iv) Funcion de mejor respuesta. Caracterizacion delldayio

El procedimiento que seguiremos para obtener eililego de Nash sera similar al que
utilizdbamos en el capitulo anterior. En primeraiygalcularemos la mejor respuesta de cada
jugador ante las posibles estrategias del rivabstgriormente buscaremos una combinacion

de estrategias que sean mutuamente una la meporesta de la otra.

Dada una estrategia de la empr¢sbuscaremos aquella estrategia que le dé mayores

beneficios a la empresaEs decir, dada la estrategia= 0 la mejor respuesta de la empresa

| consistira en elegir una estrategjatal que:
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rggxl'li % % )= px+ x)x= C(X)

=p(x+x)+xp(x+ ¥)- A R=0 (1)- f(,x)

x' =2p (% + %)+ xp(x+ x)- C(;¥<0

Teniendo en cuenta la restriccion de no negativictad 0, o en términos de teoria de juegos
que la mejor respuesta debe pertenecer al espaocsstthtegias del jugador, la funcion de
mejor respuesta serd;(x;) = max{ f (5 ),(}

El equilibrio de Cournot-Nash es una combinacioresteategiagx , x,) tal que la estrategia

de cada empresa es su mejor respuesta ante ke@gistidel rival. Es decir,

X = £,06) = max{ T, (%,),q
o X =105 =ma{ T (4).q,i,j= 12j#i
X, = £,04) =max{ T,(%,),4

Vamos a olvidarnos ahora de la restriccion de ngatiidad y vamos a suponer que la
funcién de mejor respuesta esta plenamente cawatar por la condicion (1) (solucién

interior). Por definicion la funcién de mejor resgta debe cumplir la condicién de primer

ort, (fi (%), %)
0x

orden: =0 - la mejor respuesta de la empresate x; =20 es f,(x;). En el

equilibrio de Cournot-Nash se cum|oleM 0 ya quex = f()g) i=1,2. Tenemos

una forma sencilla de comprobar si una combinad@estrategias es un equilibrio de Nash:
calcular el beneficio marginal de cada empresaespondiente a esa combinacion de

estrategias y si alguno es distinto de cero nasw®liria la condicién de equilibrio.
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an. 5'7 R R A L
.((;ﬂ %) >0 - fi(X)>X% - (X, %) no es equilibrio de Cournot-Na
)(i

o, (%, % NN o x I
'((;9 x) <0- fi(X)<X% - (X%, %) no es equilibrio de Cournot-Na

(v) Ejemplo. Representacion grafica

Vamos a considerar el caso de demanda lineal  cpatginal constantep(x) = a— bx y
C(x)=¢x, i=1,2. Supondremos para simplificar que el coste margesaligual para
ambas:c =c¢>0, i=1,2(a>cpara que el ejemplo tenga sentido).

Comenzamos obteniendo la funcion de mejor resppestala empresg i =1, 2.

maxfl; (5% )= px+ x)x= C(x)= L& x X] x c=[ & € (b*; } X

%=p(>§+ -)+X[5(}(+ )— q»: a2 Ip)e P)e GO—»-_Q X:m
ox 5 07 M 8 2
azl_I‘:—2b<0

ox’

Luego la funcién de mejor respuesta quedaria:

fi(xj):max{ng ),(} = ma{% %

En el equilibrio de Cournot-Nash se cumple:

. . a-c-bx
X = fl(x2)=max{2—b)§ ,0} >0

ya quea>c

. \ a—c—bx
X, = f,(X)= max{z—b)& ,o} >0

ya quea>c

Resolviendo el sistema:

x = fi(%;) = fi(FX))

3
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. a-c-p2tEA bX | a-c+ bX
_a-c—bx _ 2b _

_ _ 2 _a-c+bx . _a-c
2 2 2 R
a-c-b a-c
_a-c-bx _ 3 )_2(@-c)_a-c
2b 2b 6b 3B

La produccion total en el equilibrio de Cournot-Na&s: X = X + X, =

y el precio de

2(@-c)
3b

(a-c) _at+2c

5 . Por ultimo los beneficios son:

equilibrio p’ = p(X + %) = a- b2

a-ca-c_(a ¢’

”Iznl(xliiz)z[p(fﬁ’f*)%)‘f)i: 3 D %D

a-ca-c_(a ¢’

n;:nz(XZ’)zz):[F(iﬁ+ 3(2)_ (}X:

3 D %
Representacion grafica
4
X5
X° 45°
f1(x;)

x™ Equilibrio de Cournot-Nash
XNp— '

E f,(x)

X X" X X,
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2.1.2.0ligopolio

(i) Representacion del juego en forma normal.
(ii) Nocion de equilibrio. Funcion de mejor respigegquilibrio de Cournot-Nash..
(iii) Indice de Lerner.

(iv) Casos especiales. Coste marginal constante.

(i) Representacion del juego en forma normal
1)i=12,..n (Jugadores)
2) x 20. De manera equivalente, [1[0,), i=1,2,..n

3) La ganancia que obtiene cada empresa dada irtacion de estrategigs;, X;) es:

M(x, %)= p(x+x)x=- C(X, F12,..,r

X

La forma de representar el juego en forma normalvAaado ligeramente. Dada la

combinacion de estrategids,, x,,....%, ) lo relevante para la empresai =1,2,..n es la

cantidad total producida por el resto de las enastes, =ij. Por tanto,(x,X,) no es

j#
realmente una combinacion de estrategial yx, x,) seria el beneficio asociado a toda
combinacion de estrategias en la que la emprest produciendo; y el resto de empresas
en agregado producem (siendo irrelevante para la empresa i como seillige la

produccionx_ entre las -1 empresas).

(i) Nocidén de equilibrio. Funciones de mejor respueBtuilibrio Cournot-Nash

En el juego de oligopolio de Cournot diremos que
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“(X, %, %X )= (X, X, ) es un equilibrio de Cournot-Nash si:

M.(xX,%X,)=M (x, %) 0x=0,0ii=12,..n"

En términos de mejores respuestas la definicion es:

“(X,%,.,% )= (X, X, ) es un equilibrio de Cournot-Nash g = f(X,), 0i,i=1,2,.n ".

Donde f(x,)es la funcion de mejor respuesta de la empiesmte todas aquellas

combinaciones de estrategias de las demas empresaproduccion total ses, .

Vamos a obtener la mejor respuesta de la empraste todas aquellas combinaciones de

estrategias de las demas empresas cuya product@rseéax . La mejor respuesta de la

empresa consistira en elegir una estrategjatal que:

maxr, * X )= p(x+ % )x= C(x)

%—Zi: p()ﬂ+X_i)+)i(|f‘)( X+ )_s)— qi)gzo (1)_) Tf(l()
aa;i =2p (% + X))+ X P(x+ %)= €(,0<0

Teniendo en cuenta la restriccion de no negativioad 0, o en términos de teoria de juegos
que la mejor respuesta debe pertenecer al espacgstthtegias del jugador, la funcion de
mejor respuesta serd;(x_) = max{ T, (X ),(} ‘

El equilibrio de Cournot-Nash es una combinacioreskeategias(x , X,,.., %, )= (X, X, ) tal

que X = f(x,), 0i,i=1,2,.n".
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Vamos a olvidarnos ahora de la restriccion de ngatidad y vamos a suponer que la
funcidn de mejor respuesta esta plenamente caeaatar por la condicion (1) (solucion

interior). Por definicion la funcién de mejor resgta debe cumplir la condicién de primer

o, (f (x4), %) _
ox -

orden:

0 - la mejor respuesta de la empresate X, 20 es f,(x,). En

el equilibrio de Cournot-Nash se cum n‘(; %) =0 yaquex = f(X,), i=1,2,..n
X

De nuevo podriamos comprobar si una combinacidestiategias es un equilibrio de Nash
calculando el beneficio marginal de cada empreseegmondiente a esa combinaciéon de

estrategias y si alguno es distinto de cero nasw®liria la condicién de equilibrio.

oM (X, X,) >0 - f(X,)>X%X - (X,% ) no es equilibrio de Cournot-Na
0%
o, %) <0 - f(X;)<X - (X,% ) no es equilibrio de Cournot-Na
0%

(iii) indice de Lerner
Suponiendo que la solucién es interior vamos astoamar la condicion (1) hasta obtener el

indice de Lerner de poder de mercado.

p(x + X))+ x p( x+ %)— A ¥=0

X

1 M -Cc =0
PO+ % p(x)] G(X

X XP (7~ =
D(X)[1+X—p(x)] G(x) =0

1

e
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Definiendo la cuota de mercado de la empressmo s =X obtenemos:
X

-3 1_C(x =
p(X)[1 |£(X)|] G(x =0

Luego el indice de Lerner de poder de mercado deferesa queda

P-G(X) __ s
p(X) le(X)

Luego el modelo de Cournot se encuentra entre sb ke monopolio § =1) y la

competencia perfectzijt(rg)ﬁ =0).
S —

(iv) Casos especiale€oste marginal constante

a) Coste marginal constante:c >0, i=1,..n

En equilibrio se tiene que cumplir la condicion dengr orden de cada una de las empresas
(solucion interior):
P(X +X)+ X p(x+ %)= €=0 FL2.r
%C_J

X

Sumando las condiciones de primer orden:

np(X)+ % (3= ¢=0
i=1 i=1

Es decir

PO+ X P =Y ¢
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Luego la produccién agregada de la industria eegelilibrio de Cournot-Nash depende
exclusivamente de la suma de los costes margirfalesuna solucion interior con las

empresas produciendo cantidades positivas), na dessibucion entre las empresas.

b) Coste marginal constante comunt, =c¢>0, i=1,..n
El indice de Lerner es:

p(¥Y-c__§
P |e(X)|

Si tenemos en cuenta que si el producto es homogémt coste marginal es el mismo el

equilibrio de Cournot-Nash debe ser simétrico etgen

Si la elasticidad de la demanda fuera constantmees:

p(-c_ 1
p(x)  ne

Por tanto, segun aumenta el nimero de empresaargémprecio-coste marginal relativo (el

indice de Lerner) disminuye y en el limite cuando « entoncesp - C.

2.1.3.Anélisis de bienestar
Vamos a realizar el analisis de bienestar paraasb sencillo en que el coste marginal es

constante y comun para todas las empresas.

p(X + X))+ X p(Xx+ %)- =0 FL2.r
%C_/

X

Sumando las condiciones de primer orden:

np(X)+ X p( X)— nc=0
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El procedimiento que seguiremos para comparar\al e produccion del equilibrio de
Cournot-Nash con el nivel de produccion eficierdesienilar al que seguimos en el capitulo
de monopolio.

(Repasar la obtencion de la funcion de bienestaraspc

nxngvv x)= maxu X)X C(x)

W (0)=u(0)- C(0)> 0= p(0)> C (O
W(X=u(X-C(3=0- W( X=0 Condicion de primer orden.
W' (X =u(®- C( ¥<0 Funcion de bienestar estrictamente concava.

W (¥)=0
W (X)?
W' (X <0
. ueh)

W (X) = (%) - ¢ 3<):—XF o %) >0
p(x) <0

Por definicion de
producciéon de Cournc

W'(%) =0
W (X)>0} - W(X)< W(X) - &> X
W 0 :
(< N W"(x)<0<:»dVZ%<OaT X1 W(X
W
W () =0
W (X)

v
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2.2.El modelo de Bertrand

2.2.1.Producto homogéneo

(i) Contexto.

(i) Demanda residual.

(iif) Representacion del juego en forma normal. ioae equilibrio.

(iv) Paradoja de Bertrand. Caracterizacion delldaio y unicidad.

(i) Contexto

El modelo de Bertrand se caracteriza por los sigegelementos:

1) Consideramos una industria en la que haynpresas

2) Las empresas venden producto homogéneo

3) Competencia en precios

4) Eleccion simultdneaCada empresa tiene que elegir el precio paraalupto sin conocer
cual es la eleccion de la empresa rival. De nudgcc®n simultdnea no significa que la
eleccion se realice en el mismo instante de tierfgpeelevante es que aunque una empresa
juegue primero la que juegue después no obseo@rglortamiento de la primera.

5) Coste marginal constantecomunpara las dos empresas=c, = ¢>0.

(i) Demanda residual

Las empresas venden un producto homogéneo y caongriterecios. Luego desde el punto

de vista de los consumidores lo Unico relevanta eslacion que exista entre los precios de
las dos empresas; asi los consumidores comprakaenea la empresa que venda mas barato.

Es decir, si una empresa establece un precioanfaride la otra, la primera “se quedaria” con

49



SARRIKO-ON 6/09

todo el mercado y la segunda no venderia nadamBas establecen el mismo precio
entonces los consumidores estarian indiferentee eamprar a una empresa o comprar a la
otra. Para simplificar haremos el supuesto de queaso de igualdad de precios cada
empresa venderia a la mitad del mercado. La demaediaual de la empresg

A
i,j =12, #i , seria:

P
x(p) R<A
x(R. p)= %KP) p=p
0 p>p
pj P P
i x(p)
“x(R) X

(iii) Representacién del juego en forma normal. Nociéagiglibrio

El juego erforma normal es:

1) i =1,2. (Jugadores)

2) p=0. Como estrategia para el jugadomos valdria cualquier precio no negativo
(cualquier namero real no negativo). De manera vadgmte podemos representar las

estrategias del jugadocomo p, J[0,), i =1,2.

3) La ganancia que obtiene cada empresa dada lairwacion de estrategigp,, p,) es:
M,(p, P) = (R~ 9X( R P)

=Mi(p.p)=(R-9x(p, p) I =12 j*i
rlz(pll p2)=(p2—C)X2( R Q)
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Donde la demanda residual de la empresg =1,2,] #i , es:

X(p) P<R
x(R. B)= %x(p) p=p.
0 P> P

En el juego de duopolio de Bertrand diremos que
“(p,, p,) es un equilibrio de Bertrand-Nash si:

N(p,p)2M(p,R)Op=20, i, j=1,2,j%i"
Para hacer mas sencillo el analisis, utilizaremxatusivamente esta definicion ya que como
la demanda residual de cada empresa es una fud@éantinua del precio no podemos
utilizar las técnicas habituales de optimizaciéa (acho, en vez de obtener funciones de

mejor respuesta obtendriamos correspondencias joe respuesta y el analisis seria un poco

mas complejo).

(iv) Paradoja de Bertrand. Caracterizacion del equildosi unicidad
Vamos a demostrar que el unico equilibrio de Nashuwgo de Bertrand es:
p=p,=c
Este resultado se conoce compdaadoja de Bertrand
“Bastan dos empresas compitiendo en precios parae/aécance un resultado competitivo

Demostracion
Demostraremos que la combinacion de estrategiasp, = c:

a) Es equilibrio de Nash.

b) Es el Unico equilibrio de Nash.
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a) El beneficio de cada empresa en la combinacién edtrategias (c,c) es:
M,(c,c)=(c- c)% X9=0, i=1,2 Si la empresa se desvia unilateralmente fijjando un

precio p. >c su beneficio seria nulo ya que no venderia a n&libaja el preciop, <c

venderia a todo el mercado pero obtendria bensfi@gativos. Por tanto,

M. (c,c)=2MN.(p,90p=0, i,j=1,2,j#Ii

b) Vamos a demostrar que ninguna otra combinacgestrategias puede ser equilibrio de
Nash. En el grafico adjunto aparecen los diferetippes de combinaciones de estrategias que
se pueden dar. Seguiremos el siguiente procedionpara comprobar si una combinacién de
estrategias es equilibrio o no: calculamos el beisefjue obtiene cada jugador en esa
combinacion de estrategias y nos preguntamos ghalge los jugadores tiene incentivos a
desviarse de manera unilateral. Para descartazambinacion de estrategias como equilibrio
de Nash basta con comprobar que al menos un jugadede mejorar desviandose

unilateralmente.

P,

P,

N
NS

3

(@)
i o [ P

Py
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1) Precios igualesp, = p,

a) ¢p = p, > ¢ EN? NO. En una combinacion de estrategias conel@ganancia de cada
empresa seriall,(p, p)=(R-9x(p, p)=(p- % k;p. Cualquier empresa tendria

incentivos a desviarse unilateralmente. Por ejenymddemos elegip = p —¢ (donde€ es
una cantidad arbitraria positiva y lo suficientetegpequeia):

(F-9XM=(p=9x A P=N (A P> (P B=(P k& A B=( PIF (X

De hecho existirian multiples (infinitas) desviawms tales que la empresaejora con una

desviacion unilateral.

b) ¢p = p; <c EN? NO. En una combinacion de estrategias conslg@gianancia de cada

empresa seridl, (p, p)=(p -9 x(p, p)=(p- ¢1 X, P <0. Cualquier empresa tendria
— 2

<0

incentivos a desviarse unilateralmente. Por ejengolalquierp, > p :

NY'—

0=(p-O)%x(R. M)=M (P, P)>M (P P=GP EX;p;P=( P X P

=0
2) Precios diferentesp, # p,

C) ¢p > p >c EN? NO. En una combinacion de estrategias comolgganancia de la

empresai seria nula M,(p,p)=(R-9x(p, p)=0 y la de la empresg seria
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M;(p,p)=(R-9x(p, pP)=(p- ¢ x;p>0. Para la empresa cualquier desviacion
unilateral p, tal quec< p < p eleva beneficios:

(p;_c)w:(p_oxih P):H(ib,-p)>r| Gr;P=CGPr k& p P=(G p)e=0

Aungque hemos demostrado ya que la combinacion tdgtegsias f, p, ), com > g > cno

puede ser equilibrio podemos comprobar que en nsucasos la empresptambién tendria

incentivos a desviarse unilateralmente. (Por ejerlp™ > p > p > ccualquier desviacion
unilateral p, > p, > p eleva los beneficios de la empr¢sRara los casosp, > p, > p" > ¢

y p>p"> p > ces también inmediato encontrar desviaciones qu@elel beneficio de la

empresg. La Unica situacion en la que la empresa j nortaridcentivos a desviarse seria

aquélla en la qug, > p" = p > ¢).

d) Otros casos:

- ¢p>czp EN? NO. La empresa no tendria incentivos a desviarse unilateralmente
mientras que para la empregacuandop, >c> p cualquier p'j > p, eleva beneficios y si

p >c= p elevando convenientemente el precio la empreseva beneficios. Por ejemplo,
sip®>p>c=p cualquier p > p} >c eleva los beneficios de la empregsa Si

p > p">c=p cualquier preciop™ > p'l. > ¢ (y otros muchos) eleva los beneficios de la

empresa.

- ¢z p>p EN? NO. La empresa no tendria incentivos a desviarse unilateralmente

mientras que para la emprepaualquier p'j > p, eleva beneficios
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2.2.2.Producto heterogénefproductos diferenciados)
(i) Producto heterogéneo. Demanda residual.
(i) Representacion del juego en forma normal.

(iif) Nocion de equilibrio. Funcion de mejor resgtee Equilibrio de Bertrand-Nash.

(i) Producto heterogéneo. Demanda residual

Vamos a mantener el resto de los supuestos dellonddeBertrand (dos empresas, eleccion
simultdnea, coste marginal constante e idénticanpetencia en precios) pero ahora
supondremos que las dos empresas venden prodwetre®deneos. Es decir, las empresas
venden productos que son sustitutivos cercanosipgerfectos.

La demanda del producto producido por la empreta demanda residual, viene dada por

%(R, R)- Supondremos queai<0, %>O y ‘a_x >6_>§; es decir, la demanda del
apu apj apl apj

productoi es una funcién decreciente del precio del prodydas productos son sustitutivos
y tiene mas efecto sobre la cantidad demandadprdelictoi el cambio en el precio de ese

producto que el cambio en el precio de un prodsigstitutivo.

(i) Representacion del juego en forma normal. Noc&edqlilibrio

El juego erforma normal es:

1) i =1,2. (Jugadores)

2) p=0. Como estrategia para el jugadomos valdria cualquier precio no negativo

(cualquier namero real no negativo). De manera vadgmte podemos representar las

estrategias del jugadocomo p, J[0,), i =1,2.
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3) La ganancia que obtiene cada empresa dada laircaeion de estrategig®,, p,) es:

M(p, P)=(P=-9X%X( R P
=Mi(p.p)=(p-9x(p, p) 112, )%
M,(pL P)=(P— 9 %( PR P

Ahora la demanda dirigida a cada producto es umgidn continua de su precio.

(iif) Nocion de equilibrioFuncidén de mejor respuesta. Equilibrio de Bertrasash

En términos de mejores respuestas la definiciéeqddibrio de Bertrand-Nash es:

“(p, P,) es un equilibrio de Bertrand-Nash §f =g (@), Oi, j=1,2,j #i ",

Donde g,(p;)es la funcion de mejor respuesta de la empresate el preciop, de la

empresa rival.

La mejor respuesta de la empresansistira en elegir una estrategiatal que:

max; ()= (P~ ©)x (P, p)

art, ox

L =x(p, - 92=0 (1)-

. x(R. B)*t(R Qan D~ g(p)
%M, _ . ox 0%%

T i=22 4 (p-0)=2<0.

aplz ap+(p| C)apz<
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2.3.Liderazgo en la eleccién de la cantidad. Modelo d&tackelberg
(i) Contexto.

(i) Juego en dos etapas. Informacion perfectaidiode estrategia.
(i) Induccion retroactiva. Equilibrio perfecto eabjuegos.

(iv) Ejemplo: demanda lineal y coste marginal cansd.

(v) Otros equilibrios de Nash no perfectos en sedpps.

(i) Contexto

El modelo de duopolio de Stackelberg tiene cuaraateristicas basicas:

a) Consideramos un mercado en el quezheampresas

b) Producto homogénedts decir, desde el punto de vista de los consamesdos productos
producidos por las dos empresas son sustitutivdsgbes.

c) Competencia en cantidadeka variable de eleccion de cada empresa es el di&
produccion. Searx, y x, los niveles de produccion de las empresas 1gspectivamente.

d) Eleccion secuencialdna de las empresas (la lider), la empresade elimero su nivel de
produccion. A continuaciéon la otra empresa (la gga), la empresa 2, elige su nivel de
produccion después de observar la produccion elguid la empresa 1. Desde el punto de

vista de teoria de juegos se trataria de un juegofdrmacion perfecta.

(i) Juego en dos etapas. Informacion perfecta. Egjrate

Las empresas van a jugar un juego en dos etapas:

Etapa 1: la empresa 1 elige su nivel de producgj&0.
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Etapa 2: la empresa 2 elige su nivel de producgi@0 después de observar cual ha sido la

produccion elegida por la empresa 1.

Dado que ambos jugadores deben percibir el jueda désma forma no sélo el jugador 2
observa la eleccién del jugador 1 sino que el jaogddcuando toma su decision sabe que el
jugador 2 observa su eleccion. Es decir, la infaidraes perfecta y ambos jugadores tienen
la misma percepcién sobre cdmo es el juego.

(Nota: un juego en dos etapas, es decir secugpeia donde el que juega en segundo lugar
no observa la produccion elegida por el que juegaramer lugar, es decir de informacion
imperfecta, seria a todos los efectos equivalente jaego simultaneo, como lo es el juego de
Cournot.).

Los espacios de estrategias de los jugadores desiaiguientes:

- X 20: como estrategia para el jugadbrnos valdria cualquier cantidad no negativa

(cualquier nimero real no negativo; de forma edeiva x, (1[0, ) ).

A

X,

~

X|
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- La descripcion de las estrategias del jugados thés compleja. Hay que recordar que una
estrategia es una descripcion completa de lo gria ba jugador si es llamado a jugar en
cada uno de sus nodos de decisién, con indeperdegcique sea alcanzable dado el
comportamiento del otro o de los otros jugadoresel§uego que estamos considerando cada
posible produccion de la empresa 1 genera un nedtedision diferente para la empresa 2.

Por tanto, una estrategia de la empresa 2 serfuno@n X,(x) que nos diga cuanto va a

producir la empresa 2 ante cada posible produateda empresa 1.

(i) Induccién retroactiva. Equilibrio perfecto en subgos

Aunque el juego parece muy complejo sabemos quesegiegos informacion perfecta y si
empates la induccion retroactiva propone una Umi@abinacion de estrategias como
solucion, que coincidira con el equilibrio perfeeto subjuegos. El procedimiento sera similar
al que utilizamos con los juegos finitos del cdpifanterior.

Comenzaremos situandonos en los ultimos subjuegatecir en la etapa 2.

Etapa 2
Vamos a eliminar en cada subjuego las amenaza®iies 0 acciones dominadas. Dada una

produccion de la empresa 1 (un subjuegola Unica amenaza creible consistira en elegir por
parte de la empresa 2 el nivel de produccion quemiee beneficios:

maxm, (g%, )= PG+ %)%= G(%)

%222=p(x1+x2>+x2p(4+ X)- &(9=0 (1)~ £(%
662%2 =2p (% + %)+ % p(x+ x)— G( %<0
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Teniendo en cuenta la restriccion de no negatividag 0, obtenemos:

f,(x) = max{ ?2 (xl),(} - Estrategia de la empresa 2 en el equilibrio perfeen subjuegos

En los juegos finitos, el procedimiento continuabminando todas las amenazas increibles y
computando el juego reducido. En el juego que maga eliminar todas las amenazas

increibles equivale a eliminar todas las estrategidel jugador 2 diferentes a

f,(x) =max{ T, (x,),q

Etapa 1

El jugador 1 anticipa que la empresa 2 se compoearcada subjuego de acuerdo con la
estrategia f2(x1):max{ ?2 (xl),(} La funcion de beneficios en forma reducida para la
empresa 1 esfl1,(x;, f,(x)) = p(x+ f,(x)) x— C( ¥. Luego el problema de la empresa 1
sera:

max, 6. f, 04))= P+ &) %= G(X)-

X

‘jj”xll=p(xl+xz>+n[1+ £O01 B+ 9- 4 420 - &
d?n,
g <P

Por tanto, eequilibrio perfecto en subjuegoss la combinacion de estrategias

(s F2(%)-
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(iv) Ejemplo: demanda lineal y coste marginal constante
Etapa 2
Vamos a eliminar en cada subjuego las amenazagiibes 0 acciones dominadas. Dada una

produccion de la empresa 1 (un subjuegola Unica amenaza creible consistira en elegir por
parte de la empresa 2 el nivel de produccion quemiee beneficios:

max, (%)= px+ %)%= G(x)=[a I x Y] ¥ cx
a-c—bx
2b

B = PO R TR BO 9= GH=0 - TH(p=

97,
0%,

=2p (% + %)+ % p(x+ %)= G(9=-250
Teniendo en cuenta la restriccion de no negatividag 0, obtenemos:

f,(x) =max{ T, (x,).4 = ma{%;b)& % Estrategia de la empresa 2 en el EPS.

Etapa 1
El jugador 1 anticipa que la empresa 2 se compoearcada subjuego de acuerdo con la

a-c—bx

0 % La funcién de beneficios en forma

estrategiaf,(x) = max{ f, (xl),(} = ma{

reducida para la empresa 1 5(x,, f,(x))= p(x+ (%)) x— C( . Luego el problema de

la empresa 1 sera:

maxl 6., 6)= [a- o= B L0 =l & by T ] e 0N

2 2
dr o , _
dxl1=p(>s+xz)+>s[1+ Bl %+ - § 3=0(2)~ & €2 be 0~ L_az_;
d?n,

<0
dx’
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Por tanto, eequilibrio perfecto en subjuegoss la combinacion de estrategias

(s F2(%)-

| 450

______

v

Para calcular los beneficios que obtiene cada esagememos que jugar el juego:

a-c-bﬂ:
S=f(L)za—c—b>{L= 2b )_a-c
%= L% 2b 2b 4b
s L a-c a-c_3(a 9
= + = + =
™

3(@a-c) _a+3c a-c
*zp(xX)=a-bX=a b = ; pPP-c=——
P> = p(x) b ) p )

L s _aw_(@ Q@09 (a9 s_, s s _(ad(ar (&)
N =(p°-0)x = T x5 N =(p-9x%= Y T
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(v) Otros equilibrios de Nash no perfectos en subjuegos

A
X, |
e | 450
%,(x)={% Ox}

X"

oy
Y W st o |
XX %

2.4.Colusion y estabilidad de los acuerdos
2.4.1.Colusién a corto plazo
(i) Modelo de Cournot. El acuerdo de colusién neaslibrio a corto plazo.

(i) Modelo de Bertrand. El acuerdo de colusiorescequilibrio a corto plazo.

(i) Modelo de Cournot. El acuerdo de colusién no esliegio a corto plazo

Si las empresas fueran a coludir estarian inteassaigl maximizar los beneficios agregados.

rxrg;axtle'll(><1,><2)+I‘I2(><1,><2)E p(x+ x)x— G(X+ g x » x q 3
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p(X"+ %) +(x"+ x) p( X+ ¥)- qQ X)=0 (1)
IM, =C, =C,

on _
ox,
g— pOX+ X+ (X + X) Bl X ¥)— & ¥)=0 (2)

Cuando los costes marginales son iguales y coestéag condiciones (1) y (2) son idénticas.

El sistema de dos ecuaciones tendria infinitascgmies: cualquier par de producciones tal
quex, + X, = X" maximizaria el beneficio de la industria. En est@sos siempre nos

referiremos al acuerdo de colusion simétrico eqguel cada empresa produce la mitad de la

producciéon de monopoliaz™ :X?, i=12.

Vamos a comprobar como el acuerdo de colusiéon npusde mantener como equilibrio

cuando el juego se juega soélo una vez. Es deamnosearemos que la combinacién de

estrategiagX", X;') no es un equilibrio de Nash del juego de Cournot.

Dada la estrategia; =0 la mejor respuesta de la empresansiste en elegir una estrategia
X tal que:
maxf; (% )= p(x+ X )x= €(X)

% p(X + X)+ X P( ¥+ - A =0 (1)~ ()

2

=2p(x+ %)+ X p(x+ )= €(¥<0
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Teniendo en cuenta la restriccion de no negativictad 0, o en términos de teoria de juegos
qgue la mejor respuesta debe pertenecer al espaocdstthtegias del jugador, la funcion de

mejor respuesta serd;(x;) = max{ f (0 ),(}

Para comprobar como la combinacion de estrate@idsx;’) no es un equilibrio de Nash
calculamos el beneficio marginal de cada empresa:

o, (x™, x™)

o PO X"p( X"+ X)) = A X) == X" g X >0

R

Definicién de acuerdo de
colusion

Luego partiendo del acuerdo de colusion un aumemia produccion eleva el beneficio de la

empresd, y por tanto la empresaendria incentivos a romper el acuerdo de colusi@sto

de otra forma, dada la definicion de funcién deanegspuesta

ani(fi;{”)%m) =0 y por

al_Ii ()gm' )Sm) m m
tanto como—————>0 entoncesf, (x") > X"

0x

Dado que conocemos cual seria la desviacion opdemia empresasi decidiera romper el

acuerdo de colusiont, (x"), vamos a llamafT, al beneficio que obtendria la emprésaella

se desvia optimamente del acuerdo de colusioemfaesa rival lo respeta. Es decir,

A, =11, (F ("), X™).
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Andlisis grafico: demanda lineal y coste marginal@nstante

NG L 45°

Recta de colusionx + x, = X"

Acuerdo de colusién

X, == < "
2 S simétricox™ = X? i=12

f,(x)

e

X X

v

Oligopolio

Este resultado lo podemos generalizar inmediataama@ntaso de empresas. La condicion
que define el acuerdo de colusion (la combinac®restrategias que maximiza el beneficio
agregado) seria:

PO+ XD +(xX7+ X)) p( X+ ) - A XJ=0 EL..r

Para comprobar como la combinacién de estratgg{as.,x") no es un equilibrio de Nash

calculamos el beneficio marginal de cada empresa:

)= 00 ) B0 ) - p‘m;— X it >0

Definicion de acuerdo de
colusion
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Luego partiendo del acuerdo de colusion un aumemia produccion eleva el beneficio de la

empresd, y por tanto la empresaendria incentivos a romper el acuerdo de colusi@sto

de otra forma, dada la definicion de funcion decmegaspuest'-‘

LGICH RS J.
0%

M (x", x7)

tanto como— >0 entoncesf, (x%) > x™.
0x;

Dado que conocemos cual seria la desviacion opdenia empresasi decidiera romper el
acuerdo de colusiont, (x7), vamos a llamafl, al beneficio que obtendria la empresaella
se desvia optimamente del acuerdo de colusiondelass empresas lo respetan. Es decir,

|:|i :rli(fi (XT)’X-T)

(i) Modelo de Bertrand. El acuerdo de colusién no asliggio a corto plazo
Consideramos el modelo de Bertrand con productoolgémeo y coste marginal constante e

idéntico. La combinacidon de estrategias que reptasel acuerdo de colusion simétrico es

(p™, p™). La ganancia que obtendria cada empresa seria:

n"=n(p" p”‘)=(pm—c) X p)= —I'I "

Ya vimos como una combinacion de estrategias gel fi = p, > c no era equilibrio de

Nash. Cualquier empresa tendria incentivos a desvianilateralmente. Por ejemplo,
podemos elegip, = p" —¢ (dondes es una cantidad arbitraria positiva y lo suficéenénte

pequeiia). Existen infinidad de desviaciones talesla empresamejora.
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Es mas problematico encontrar desviacion éptimd@&adempresd. Lo mejor es reducir el

precio del rival en una cantidad positiva lo magquegia posibleg >0, - 0. Aunque no
tenemos bien definida esta desviacién Optima estasdan cerca del precio de monopolio
como deseemos. Vamos a llanfay al beneficio que obtendria la emprésa ella se desvia

Optimamente del acuerdo de colusion y la empresald respeta. Es decir,

M, =M (p"-&pM=(p"-e-9 X pP"-&) = (P~ ¢k P)=N"

E—

2.4.2.Estabilidad de los acuerdos. Horizonte temporaltdie infinito

Hemos visto que a corto plazo la colusion no sal@ueantener como equilibrio tanto si el
juego de referencia es el de Cournot como si etledBertrand. En esta secciébn vamos a
estudiar las posibilidades de cooperacion o catusidtre las empresas cuando el juego se

repite.

(i) Horizonte temporal finito
Argumento de induccién retroactiva: la cooperaadoolusién no se puede sostener como
equilibrio (en cada etapa las empresas se comaortamo a corto plazo). El razonamiento

es equivalente al del dilema del prisionero.
(i) Horizonte temporal infinito

Hay dos formas de interpretar un horizonte tempafaito:
(i) Interpretacion literal el juego se repite infinitos periodos. En estatexto, cuando un

jugador compara una estrategia con otra deberipa@mel valor presente descontado de las
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respectivas ganancias. Séa el factor de descuento, 0&< 1. Sir es el tipo de interés,

1

S 1+r
(ii) Interpretacion informacionalno se conoce la duracion del juego. En cada eteljpjaego

existe una probabilidad 0 & < 1 de que el juego continte. En este marco, fagkdor

deberia comparar el pago esperado (que tambiérodeapdescontar) de las diferentes

estrategias.

Vamos a ver que la existencia de amenazas imglidgacastigo puede servir para mantener

la colusion como equilibrio del juego repetido.

En primer lugar nétese que hay un equilibrio peédfean subjuegos del juego infinitamente
repetido en el que cada jugador juega la estratlegeuilibrio de Nash a corto plazo en cada
periodo. En el modelo de Cournot consistiria pa@dacjugador en producir la cantidad de
Cournot en cada periodo con independencia de tariaigpasada del juego. En el modelo de
Bertrand consistiria para cada jugador en ponepranio igual al coste marginal en cada

periodo con independencia de la historia pasadaeigb.

Vamos a ver si ademas del anterior equilibrio, tlayequilibrio perfecto en subjuegos en el

que los jugadores cooperen. Consideremos la sigumymbinacion de estrategias a largo

plazo: §° ={§( H )2 i=1,2,

donde,

69



SARRIKO-ON 6/09

coludir

s°(H,,) ={"cooperar” si todos los elementos He, on guales a ("cooperar”,"cooperar”) ®
"no cooperar"(estrategia de EN a corto plazo) erlso contraric

(en Cournot:

)gm

. si todos los elementos dt;_ lesax" x| )d= 1
st<Ht_1)={X Ho gwlesaX’ X, )a= 1

en sa contrario
(en Bertrand:

C(H) = p"  sitodos los elementos d&¢_,  spumales a p" p” ) d= 1)
SelF en sa contrario

Noétese que estas estrategias a largo plazo in@rpamenazas implicitas de castigo” en
caso de violacion del acuerdo (implicito) de coapgm. La amenaza para que sea creible

debe ser equilibrio de Nash.

Para ver si en este contexto se puede sostener eguildrio la cooperacion, tenemos que

comprobar que los jugadores no tienen incentivissaiarse; es decir, que la combinacion de

estrategias(Sf,SS) constituye un equilibrio de Nash del juego repetid

Notacion

M" - beneficio bajo colusion de la emprésa cada etapa del juego.
M; - beneficio en la solucién a corto plazo de la esgiren cada etapa del juego.
M, - beneficio de la empresai las deméas cooperan y ella se desvia.

O, >n">n

70



SARRIKO-ON 6/09

El valor presente descontado de las gananciasatutlel jugador de cooperar viene dado

por:

(s, §)=M"+d"+ 0N ™+ =M "W+ o+ 5% + ..)= 1ni5

Si el jugadoi se desvia en el primer periodo, sus gananciasiaendadas por:

(S, §) =T+ +O°T +..=T, +0(1+ 5+ + .1 =T +5—1ni5

La cooperacion sera equilibrio de Nash si ningueolas jugadores tiene incentivos a

desviarse; es decir, gi(s°, §)277(s, §). Es inmediato comprobar que 8> ninguno

de los jugadores tiene incentivos a romper el acude colusion, donde

|

i_rl‘m

-n-

5=

|l
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Tema 3EI monopolio

Introducciéon

Decimos que una empresa es un monopolio si edal uandedor de un bien (o bienes) en
un determinado mercado.

Problemas: dificultad para defirbreny mercado

Las razones que pueden llevar a una empresa asepolista son por ejemplo:

- Control de materias primas.

- Adquisicion del derecho exclusivo de venta (patesubasta..).

- Mejor acceso al mercado de capitales.

- Rendimientos crecientes a escala..etc.

En contraste con una empresa perfectamente coivpedite se enfrenta a una demanda
perfectamente elastica (toma el precio como un)dato monopolista se enfrenta a la
demanda de mercado. Por tanto, una empresa com gedaonopolio sobre un cierto
mercado sera consciente de que la cantidad de gioodque puede vender es una funcién
continua del precio que cobre. Es decir, tendr&uemta que reducciones en el nivel de
produccion elevaran el precio que puede cobramdtiopolio tiene, por tanto, poder para
fijar el precio de mercado. Mientras que podemossicierar a una empresa perfectamente
competitiva como precio-aceptante o tomadora deiggeun monopolio es precio-decisor 0

fijador de precios.
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3.1.La maximizacion de beneficios de un monopolista

(i) El problema de maximizacion de beneficios eacs y en cantidades. Condiciones de
primer orden. Condiciones de segundo orden. Ird&pion grafica del problema de
maximizacion.

(i) Interpretacion del ingreso marginal.

(iif) Condicion ingreso marginal igual al coste wjaal.

(iv) Produccion y elasticidad.

(v) indice de Lerner de poder de monopolio.

(vi) Representacion grafica.

(vii) Condiciones de segundo orden.

() El problema de maximizacion de beneficios en psegien cantidades

Hay dos tipos de restricciones que afectan al cotameento del monopolista:

a) Restricciones tecnoldgicas resumidas en ladonde costesZ(x).

b) Restricciones de demanadép).

Podemos escribir la funcion de beneficios del molisia de dos formas alternativas:

-M(p)=px pP- A X P) utilizando la funcion de demanda.
- M(x) = p(X¥ x— Q R utilizando la funcién inversa de demanda.

La demandax(p), y la inversa de demandp(x), representan la misma relacion entre precio y
cantidad demandada aunque desde 6pticas dististdancion de demanda nos dice cual es
la cantidad demandada a cada uno de los preciodragejue la inversa de demanda nos dice

cual es el precio al que se pueden verdardades en el mercado.
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maxfl (P) maxIT (x)
Upm = Uxm
X" =x(p") p"= f X)

Problema de maximizacion de beneficios en funcidsl grecio
maxf (p)= maxpx (p)- C(x(P))
M(p)=x(P+px(P- C(x P X p=0

M'(p)=2X(p)+ pX(P- C(X M X D] - & & D & )x0

Problema de maximizacion de beneficios en funcidald produccion
maxT1 (x)= maxp & )x- C(x)

M(0)=p(0)-C (0)> 0= p(0)> C (O;

N(x)=p(X+xp(Y—- C( ¥=0< M (X)=0 Condicidén de primer orden.

N (xX)=2p(X)+ xp(XY- C(¥<0 Funcién de beneficios estrictamente céncava (caso

regular).

N'(x")=0

M(x)

M (0)>

v
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(ii) Interpretacion del ingreso marginal

El ingreso marginalr (x), es:

r(x) = p(¥+xp(3 (1)
/ \
Ingreso adicional por vender una Ingreso perdido por tener que
unidad adicional. vender las unidades ya producidag a
un precio menor.

(iif) Condicion ingreso marginal igual a coste marginal

El nivel de produccidon que maximiza beneficios\{s@n interior) satisface:

MM =r(x"-C(xM)=px)+ xx( X)- q X)=0 2)

En el nivel de produccion éptimo para el monopalisk beneficio marginal se hace cero,
M'(x")=0; es decir, un cambio infinitesimal en el nivel deduccién no altera los
beneficios. Un nivel de produccion tal qlie(.) >0 no puede maximizar beneficios ya que
un aumento (infinitesimal) en la produccién aumeatks beneficios. Del mismo modo, un
nivel de produccion tal quBl (.)<0 no puede maximizar beneficios ya que una reduccion

(infinitesimal) en la produccién aumentaria losdfemnos.

En el nivel de produccién que maximiza beneficibéngreso marginal se iguala con el
coste marginaly (x™) =C (x™); es decir, un cambio infinitesimal en el nivel adeduccion
altera el ingreso total y los costes en la mismdidae (Dicho de otra forma, un aumento

infinitesimal en la produccion eleva el ingresol@mmisma cuantia que lo que aumenta el
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coste de produccion y una reduccion infinitesinralae produccion reduce el ingreso en la

misma cuantia que lo que se reduce el coste deiquida). Un nivel de produccion tal que
r()>C() no podria maximizar beneficios ya que un aumemfiniiesimal en la

produccion haria que el aumento en el ingreso fatda mayor que el aumento en los

costes de produccién (elevando por tanto los baosji Similarmente, un nivel de
produccion tal quer (.)<C () no podria maximizar beneficios ya que una reduccid

infinitesimal en la produccion haria que la redanoen el ingreso total fuera menor que la

reduccion en los costes de produccion (elevanddambo los beneficios).

(iv) Produccion y elasticidade(x)| =1

Vamos a comprobar que en el nivel de producciomdeopolio la elasticidad precio de la
demanda en valor absoluto es mayor o igual queotneizamos definiendo la elasticidad

precio de la demanda en valor absoluto:

- en funcién del precide(p)| = -x( p)Tpp)’ (3)
- en funcién de la cantida¢k(x)| = - 1 p) (4)
P x

Vamos a representar a continuacion el ingreso margn funcidon de la elasticidad precio

de la demanda:

r(x)=p(¥)+xp(3 ()

F(x) = p(x){l+ xp'(x)} ®)
p(%)
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r(x)—p(x){l |£(X)J (7)

En nivel de produccion de monopolio se igualan isgmarginal y coste marginal:

1

r(x)= p(X){l‘m

} C(X. (8

Dado que el coste marginal siempre es no negathaydqr o igual que cero) el ingreso
marginal tendrd que ser no negativo y esto ocwa@ado la elasticidad en valor absoluto es

mayor o igual que 1. Es decir:

L oo (=1
le(¥)| |~ p0d=0

C(¥X=0=> p(x){l—

(v) indice de Lerner de poder de monopolio
Vamos a obtener el indice de Lerner de poder deopwio (0 poder de mercado) o lo que

es lo mismo el margen precio- coste marginal rafde la condicion (8) obtenemos:

P _

= C(X.
p(X) - | ™) (%
Por tanto obtenemos:
p(X) (X

Luego cuanto menor sea la elasticidad precio det@anda en valor absoluto mayor sera el

indice de Lerner (y por tanto el poder de monopolisi |£(x)| =co (COmo ocurriria con

p(¥)-C(X

una empresa perfectamente competitiva el podera®polio seria nuloT
p(X
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(vi) Representacion grafica

C (%)

r(x)

P(X)

v

El ingreso marginaly (x) = p(X) + xp( ¥, se encuentra por debajo de la inversa de demanda
ya que la funcion inversa de demanda tiene peraliespativa, p(x)<0. Es decir,
r(x)<p(x) si x>0, pero ambas funciones tienen la misma ordenadal esrigen

r (0) = p(0). El beneficio del monopolista (si no hay costessfijviene dado por:
m m my,m m,,m Xm - C Xm |
nm=n(x") = p"x"= XY= p"™x™ | O()zdz{ ﬁ"‘%} Y
0
(vii) Condiciones de segundo orden
Interpretacion
Para hacer mas sencillo el analisis supondremos lguéuncion de beneficios es
estrictamente concava. Es decir:
M)=r(x)-C(Y=2p(R+ xp(¥- C( <0 (10)

La condicién (10) equivale a decir que la pendiel#ieingreso marginal tiene que ser menor

gue la pendiente del coste marginal:
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d(r (x) < d(C(X)
dx dx

Dicho de otra forma el ingreso marginal debe cataoste marginal desde arriba.

d(r(x)  d(C(x)

dx dx
ot d(r'(x) _ d(C()
r.C dx dx
C(X)
r(x)
Casos

1. Costes estrictamente convexos o lineal26x) = 0 (CM creciente o constante)

a) Demanda estrictamente céncava o lin@alx) <0

N9 =2p()+ X B(}- C(3<0

—_—
<0 <0 <0
b) Demanda estrictamente convexa(x) >0

r'(x)=2p (x)+ x p(X. Hay que comprobar que(x) < C'(X).
<0 >0

2. Costes estrictamente concaves{x) <0 (CM decreciente)

Hay que comprobar en cada caso §k) <C'(X).
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3.2.Demanda lineal, demanda de elasticidad constantecpste marginal constante
(i) Demanda lineal y coste marginal constante

Inversa de demanda(x) = a- bx (a>0,b> 0).

Coste de producciorC x(9cx (c=0). (a>c)

Ingreso marginalr (x) = a— 2bx.

Pendiente inversa demanda(x) = —b

Pendiente ingreso margin :(rd(x)) =-2b
X

Funcion de beneficios estrictamente concdVax) = r' (x) = -2b<0.
Beneficio marginal en cerdl (0) = p(0)-C (0)= a- ¢> 0.

Maximizacion de beneficios: (x") =C (x™) = a-2bX"= = X“:az;bc

Precio de monopoliq™ = p(x™) = p"= a bX"= pi“:aTJrC

a—ca-c_(a ¢’

Beneficios de monopolidl™ =M (x™) = -4 x"=[ p™ t X"=
ici poli (X" =[p(x) -4 x"=[ p™- F > o

(i) Demanda de elasticidad constante y coste margimastante
Demanda:x p ¥ Ap® (A>0,b>1).

Coste de produccior€ x(9cx (c>0).

-~ - cm| — p _ ~b+y P _
Elasticidad precio de la demanda(p)|=-x(p——= bAp™"""——= D
detp) x(p) Ap®

1 1
Inversa de demandan(x) = A’ x°.
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1(h=1) -1

Ingreso marginalr (x) = Abe b,
. . . I (b-1) -&2
Pendiente ingreso marglnal:(x)=—AbTx b,

Funcién de beneficios estrictamente concava:

_ _(1+b)
(bbzl)x P <0< b>1.

N (x)=r(x)= —A%

Beneficio marginal en cerdl (0) = > 0.

Maximizacion de beneficios:

11
b= AD

b
(b-1)

F'(x™) =C(x™) = r(X) = Afl’(b—;l)(xn)_i == () C

((xm)_tl’] =(A_*1’ b cj :X“:A{—b J_ cb
(b-1) (b-1)

Precio de monopolio:

111 b \° )b b
p"=p(X") = pT= A(X) P = A —j ¢ =
Beneficios de monopolio:

m _ my — _ m_ m_ :L b ” w b b_b -( H1)
N"=Nx"=[p(x") -4 x"=[ p™~ ¢ X" b1 %—(b—l)j C Wé

Resolviendo el problema de maximizacion de berefien funcion del precio se obtiene el

indice de Lerner:

pr-c_ 1
" |e(p)|
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p"-c

m

Con demanda de elasticidad constante la condicms queda

= E de donde
b

obtenemos facilmente el precio de monopolio. DespoBtener la produccién y los

beneficios es directo.

3.3.Estatica comparativa

Vamos a ver como cambian el precio y la producdénmonopolista cuando cambian los

costes de produccién. La intuicibn econdmica nos due un aumento en el coste marginal
del monopolista deberia conllevar una reducciéniaeproduccién y un aumento en el

precio. Supondremos para simplificar que el coséegmal es constante (y que no hay

costes fijos). La funcion de costes@&x) = cx.

rrggxl‘l x)= maxp xx= C(x)

M'(0)= p(0)-C (0)> 0= p(0)> C (O

N(X)=p(X+xp(y- =0 (11 X (0- Produccion de monopolio como funcién
implicita del coste marginal.

N (xX)=2p(X)+ xp(X- C(¥<0 Funcién de beneficios estrictamente coéncava (caso

regular).
Hay dos formas equivalentes de analizar como calabpoduccion de monopolio cuando

cambia el coste marginal:

(i) Diferenciando completamente la condicion (1d) cespecto ay ac.

[2p () +xp (%] dx de0
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Despejando:

dx 1

= _ . <O

dc 2p(X+ xp( 3
|

<0
C2°0

(12)

Por tanto, un aumento infinitesimal del coste maigieduce la produccién y una reduccion

infinitesimal del coste marginal eleva la produacio

(i) Utilizando el hecho de qu&™(c) es una funcion implicita del coste marginal. Patda
por definicién x™(c) satisface la condicién de primer orden; es decir

p(X"() + X'(9 p(X(9- &0

Derivando con respecto al coste marginal:
2p (X"()X"(9+ X'(9 p( X(p X( =1
[2p (X" () + X"(Q P(X'( Y] X(p=1

‘ 1 - <0
[2p (X"(9))+ X"(Q P(X'( Q)]

Despejandox™(c) =

Una vez obtenido el cambio en la produccion al éandd coste marginal es directo obtener

el cambio en el precio.

L L SR
dc dxdc 2 p( 3+ xpl X

<0
C2°0

Ejemplos

(1) Demanda lineal

pm:_a+c E
2 dc

N
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dp _ p(% _
dc 2p(X+ x&

=0

1
2

Con demanda lineal el aumento en el precio es kadmiel aumento en el coste
. 1
marginaldp = > dc

(i) Demanda de elasticidad constante

= b o 9 b
b-1  dc  b-1

1 1 1 _(¥b) 1 _(&D)
P9 = x> py=- AT 0 -y Al S
dp_ 1 1 __ 1 _ b,
dc ,, P(¥ po @FD) P, _(@+D) b1
P (¥ oF b
2+X 1 _(I+b)
b

Con demanda de elasticidad constante el precio al®opolio aumenta en una cuantia

superior al coste marginattp > dc

3.4.Bienestar y produccion

(i) Enfoque del consumidor representativo. Utilidasi-lineal.

(i) Disposicibn maxima a pagar y disposicion maafia pagar.

(iii) Funcion de demanda independiente de la renta.

(iv) Funcién de bienestar social y nivel de prodéicanaximizador del bienestar social.
(v) Excedente total, excedente del consumidor péente del productor.

(vi) Condiciones de eficiencia en presencia deogatbnsumidores o mercados.
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(vii) Comparacion entre produccion de monopolio rpduccion eficiente utilizando el
problema de maximizacion de beneficios.

(viii) Comparacion entre producciéon de monopoligoipduccion eficiente utilizando el
problema de maximizacion del bienestar social.

(ix) Pérdida irrecuperable de eficiencia.

(i) Enfoque del consumidor representati\ddilidad cuasi-lineal

Para realizar analisis de bienestar y valorar dekganto de vista social el comportamiento
del monopolio seguiremos ehfoque del consumidor representati#e supone en este
enfoque que la curva de demanda del meroddp se genera maximizando la utilidad
(cuasi-lineal) de un anico consumidor representativ

Consideremos una economia en la que solo hay dogdk ey. Podemos pensar que el
bienx es el bien producido en el mercado (monopolistic® nos interesa. Mientras que el
bieny recoge “todo lo demas”: cantidad de dinero queukedgq al consumidor para adquirir
otros bienes una vez que ha gastado la cantidathaein el bierx. Supondremos que el

consumidor representativo tiene Urancion de Utilidad Cuasi-lineal

U y)=u(X+y ¢ (3 0x)<O0)

(i) Disposicién maxima a pagar y disposicion marginglaaar

Disposicion maxima a pagar R(X: lo maximo que estaria dispuesto a pagar el
consumidor pox unidades del bien. Estard pagando lo maximo $b jggeda indiferente
entre consumix unidades pagand®(X) y no consumir el bien, dedicando su dotacién de

renta,m, al consumo del resto de los bienes. Es decir:
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U(x,m=-R%)= U0, m
Notese que el consumidor debe quedar indiferergentanto, se debe cumplir con igualdad

la anterior condicién. Si se diera el caso de g, m— R 3)> WO, njentonces el
consumidor estaria dispuesto a pagar una cantidayormque R(X) Yy Si

U(x,m- R ®)< U0, n) entoncesR(X) seria mayor que su disposicién maxima a pagar.
Como la funcion de utilidad es cuasi-lineal:
U(x,m-R3)= U0, m
u(x+m- R 3= @)+ n
R(Y=uy
Por tanto, cuando la funcion de utilidad es cuagill:

u(x) - Disposicion maxima a pagar

Disposicion marginal a pagar es el cambio en la disposicion maxima a pagae anta
variacion infinitesimal en la cantidad consumida.

u(X) — Disposicién marginal a pagar

(iif) Funcién de demanda independiente de la renta

L(x,y.A)

maxu (X)+ y
Xy = maxu (x)+ y+A[ m- y- pX
sa y+ px=m *
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a—L=u'(x)—)l p=0

0x

a—L=1—/] -0 —~ p=u(X - Funcién inversa de deman
oy

oL m-y- px=0
04

La funcion directa de demand§p) es la inversa de esta funcion y por tanto satsfa

condicion de primer orden:

p=u(X p) — Funcién de demanda

Propiedad de la funcién de utilidad cuasi-linealla funcion de demanda es independiente

de la renta

Derivando con respectopeobtenemos:

1=u (x(P)x(P

1

————<0 - pendiente negati\
u (x(P)
<0

x(p)=
(iv) Funcion de bienestar social y nivel de produccic@ximizador del bienestar social
En esta subseccion justificaremos la utilizacionVdéx) = | X — @ ¥ como funcion de
bienestar social.
Vamos a plantear el problema de obtener la asignague maximiza la utilidad del
consumidor representativo, con una restriccion e®ursos: interpretamos el coste de
produccion del biem como la cantidad del bigna la que habria que renunciar para tener el

bienx.
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maxu (X)+ y
X,y

sa y=m C(X
Sustituyendgq en la funcion objetivo:

mxaxu(x)+ m - C(x= mxaxu(x)— C(X

constante

Luego el problema de maximizar el bienestar sacatiste en:

maxW (x)= maxu (X)= C(X
x=0 x=0

W' (0)=u(0)-C(0)>0
W(X=u(-C(¥=0< W( %=0 (13) Condicion de primer orden.
W' (X = u(®- C( ¥<0 Funcion de bienestar social estrictamente con(asd regular).
Por tanto, en el nivel de produccion que maximizbienestar social o nivel de produccion
eficiente se cumpléV (X¥)=0 = u(¥)= C( X). Como normalmente supondremos que el
coste marginal es constante la condicion de efiGequeda:

u(x)=g
Es decir, en el nivel de produccién eficiente Ispdsicibn marginal a pagar se iguala con el
coste marginal.
(v) Excedente total, excedente del consumidor y extedehproductor

La funcionW(X) = U ® — Q ¥ puede interpretarse también como el excedente éstaecir,

la diferencia entre la disposicibn maxima a pagel goste de produccion. Por definicidén se

cumple:
u(x)—i(g)=joxu‘(z)d; C(x)—g(l):IOXC(a d:
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Por tanto, maximizau(x) — C( ¥ equivale a elegir aquel nivel de produccion queimape el

area debajo de la inversa de demanda y encimastel marginal.

C (%) 1 C (%)

u(x® C(X)

P(X) p(X)

v
v

W(x)

P(X)

v

Simplemente sumando y restando el gasto en elgmdemos reescribir el excedente total

como.

W(X=uR- Q3=[ ¢ ¥~ pj+[ px ¢

NS
EC(%) ER(®
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El excedente del consumidd&((x), mide la diferencia entre la disposicion maximpgagar
del consumidor y lo que realmente paga. El excedeel productor,EP(X), mide los
beneficios (si no hay costes fijos) de la empr€sa.tanto, el nivel de produccion eficiente

también maximiza la suma del excedente del consumgidel excedente del productor.

p\ [EC(d) / €™

EP( %)

p(X)

v

(vi) Condiciones de eficiencia en presencia de variosgmidores o0 mercados
Consideramos el problema de obtener una asignaiorente en el sentido de Pareto
cuando en la economia hay dos consumidores quentimciones de utilidad cuasi-

lineal,u, (x )+ y, y una dotacion de renta ag, i=1,2. Vamos a maximizar la utilidad de

un agente (por ejemplo el consumidor 1) manteniesatstante la utilidad del otro (por
ejemplo, el 2), dada una restriccion de recursopofsemos que el coste marginal es

constante e igual @.

max u (x )+ Y,
X1 Y11 %2, Y2

sa u(x%)+ y=u
Yity,=m+m- C'g+ X

90



SARRIKO-ON 6/09

Despejandoy, de la segunda restriccion y sustituyendo en lagna, despejando entonces

y, Y sustituyendo en la funcion objetivo, el probleguada:

maxu, (4 )+ U, (%)= C(x+ %)+ M m- 4

Desde las condiciones de primer orden obtenemos:

U (x)-c=0
- U (X) =u,(X) = c— Condicion de eficienci (14)
u, (%) -c=0

(vii) Comparacion entre producciéon de monopolio y produtceficiente utilizando el

problema de maximizacion de beneficios
maxT1 (x)= maxp & )x- C(x)
M'(0)= p(0)-C (0)> 0= p(0)> C (O
N(x)=p(X+xp(Y- C( ¥=0< M ( X)=0 Condicioén de primer orden.
N'(x)=2p(X)+ xp(R— C(¥<0 Funcién de beneficios estrictamente concava (caso
regular).
M'(x™) =0

M'(x°)?
M (x)<0

(%) = pOE)+ X p() - (D= U - G J|+ X p £<0

=u (xe) =0

/

Por definicion de
produccion eficiente
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M'(x™) =0
M(x)<0} » M (X)<M (X" - x> x"
n(x)<0
M'(x) <0 « d'_;'(x)<oa1 x 11 (X)
I

N (x")=0

M (x°) <0

v

(vii) Comparacion entre produccién de monopolio y produtceficiente utilizando el

problema de maximizacion del bienestar social

erLanW x)= maxu Xy C(x)

W'(0) = u(0)- C(0)> 0= p(0)> C (O
W(X=u(X-C(¥=0< W( %X =0 Condicién de primer orden.

W' (X =u(®- C( ¥<0 Funcion de bienestar estrictamente concava.
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W'(¢) =0
W' (X")?
W' (X <0

u' (XM
—

W(X") = u(X) = C(X) == X' [ X)>0

—_—
p(X™M) / <0

Por definicion de
produccién de monopoli

W' (5¢) =0
W' (X <0

W’()(“)>O} S W((X)<W(X) - X> X

w"(x)<o@dvg¥<oﬂ x 1 W(X

W' (X")

v

(vii) Pérdida irrecuperable de eficiencia (PIE)

PIE=W(X)-W( %) =["Ti( - )t dz[ [ @)z ©lz df] (u—=z()F 2
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A C‘(X)
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3.5.La discriminacion de precios

(i) Definicion.

(i) Incentivo a discriminar precios.

(iif) Condiciones o requisitos.

(iv) Clasificacion o tipos de discriminacion de g (Pigou, 1920).
(v) Ejemplos.

(vi) Modelo.

(i) Definicién
“Existe discriminacion de precios cuando diferentesdades de un mismo bien son

vendidas a precios distintos, bien al mismo condanthien a consumidores diferentes”.

Discusion

- Diferencias en calidad: transporte de pasaj@sysectaculos culturales y deportivos...

- Un dnico precio puede ser discriminatorio y poeadiliferentes no serlo. Diremos que no
existe discriminacion de precios si la diferencir@ el precio pagado por dos consumidores
por una unidad del bien refleja exactamente laelifgia en el coste de servir el bien a esos

consumidores.

(ii) Incentivo a discriminar precios

En el nivel de produccion de monopolio el ingressrgimal se iguala con el coste marginal:

r'(x™ =C'(x™). Es decir:
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p(xX")+ X" p(X") = C( X) 1)
Ingreso adigional por vender una Ingreso perdido por tener que
unidad adicional. vender las unidades ya producidas a
un precio menor.

El monopolista estaria dispuesto a vender mas desdai no tuviera que bajar el precio.
Existen incentivos a intentar capturar una mayoopg@rcion del excedente del

consumidor- incentivos a discriminar precios.

) C'(¥
Incentivo a discriminar
pm precios: capturar una mayar
proporcion del excedente
social
I—I m
A\ (%)
| P(X)
Xm X g

(iif) Condiciones o requisitos

Para que una empresa pueda discriminar preciesnamtque cumplir dos condiciones:

a) la empresa debe ser capaz de clasificar a Iosunudores (lo que depende de la
informacior).

b) la empresa debe tener capacidad para impedieManta (lo que depende de las

posibilidades de arbitraje y de los costes de a@ién).
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El caso mas sencillo de clasificacion se produemdo la empresa recibe una sefial exégena
(edad, localizacion, ocupacion...) que le permitsifitzar a los consumidores en diferentes

grupos.

Resulta mas dificil clasificar en funcién de untegaria endégena (por ejemplo, la cantidad
comprada o el momento de la compra). En este damorepolista debe establecer precios
de modo que sean los propios consumidores los @@ite-clasifiquen en las categorias

correctas.

(iv) Clasificacion o tipos de discriminacion de prec{&sgou, 1920)

1) Discriminacién de precios de primer grado o discrinacion perfecta

El vendedor cobra un precio diferente por cada athidel bien igual a la disposicion
maxima a pagar por esa unidad. Requiefermacion plenasobre las preferencias de los
consumidores w0 existencia de ningun tipo debitraje. El monopolista consigue extraer

todo el excedente del consumidor.

2) Discriminacion de precios de segundo gradg fijacion no lineal de precios).

Los precios difieren dependiendo del numero dead®d del bien que se compren pero no
de unos consumidores a otros. Cada uno de los mixhstes se enfrenta amaisma lista de
preciospero éstos dependen de las cantidades (o de mrabqua variable; por ejemplo, la
calidad del producto) que se compren. Ejs.: desoagyor comprar grandes cantidades del

producto. Autoseleccion.
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3) Discriminacion de precios de tercer grado

Se cobran precios distintos a diferentes consumsdpero cada uno de ellos paga una
cantidad constante (el mismo precio) por cada @nlasiunidades que compra del bien. La
empresa recibe ursefial exdgengue le permite clasificar a los consumidores éreltes
grupos. Se suele decir que es el tipo mas frecuntiscriminacion de precios. Ejemplos:
descuentos a estudiantes, precios diferentes depeiod del dia de la semana etc.

Identificacion.

En ocasiones se suelen distinguir dos tipos deigtis@mcion de precios: discriminacion de
precios directa y discriminacion de precios indased.a discriminacion de precios de
segundo grado es un caso de discriminacion indirga$ consumidores se enfrentan a una
Gnica lista de precios y con sus elecciones sedasifican) mientras que la discriminaciéon
de precios de primer grado y la discriminacion decios de tercer grado serian casos de
discriminacion directa. En el caso de DP3° la esgpestablece listas de precios diferentes

para consumidores pertenecientes a diferentes gaupeercados.

(v) Ejemplos

Resulta mas dificil encontrar ejemplos reales deat®s donde no se practique ningun tipo
de discriminacion de precios que lo contrario. Aug@ veces no es posible distinguir de
una manera nitida cual es el tipo de discriminae®uin ejercicio interesante meditar sobre
qué tipo de discriminacion de precios se practicke siguientes casos.

- Tarifas en dos partes: telefonia, Internet, @@dad, television por cable... Tarifa plana,
bonos por horas etc.

- Tarifas eléctricas diferentes para uso industriabo domeéstico.
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- Descuentos en museos, subscripcion de revistasnteximientos deportivos o
culturales,...para nifos, jovenes o jubilados.

- Tipos de interés preferenciales.

- Bono-metro, bono-bus,...descuentos segun cantolagm@ada en transportes publicos.

- Diferente calidad de servicio: precios diferendependiendo de la calidad del producto en
espectaculos deportivos o culturales (tribuna, epeefcia, palco...), o en transporte de
pasajeros (clase turista, Business class, prireegunda...).

- Descuentos por compras repetidas.

- Descuentos segun cantidad comprada: 2x1, 3x2sugermercados...

- Servicio a domicilio de comida, tele-tienda...

(vi) Modelo
Estudiaremos estos tres tipos de discriminacioprdeios por medio de un modelo muy
sencillo. Supongamos que hay dos consumidores @ales que tienen funciones de

utilidad cuasi-linealu (x)+y, i=12.
u(0)=0, i=12
u (x): disposicion maxima a pagar del comstor i = 1,2

U (x%): disposicién marginal a pagar del samidori = 1,2

Diremos que etonsumidor Zes un consumidor demanda altay que elconsumidor les

un consumidor ddemanda bajai se cumple:
W (X)>u (X Ox

0,00 > (¥ Ox
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Es decir, el consumidor 2 es un consumidor de ddenahia y el 1 de demanda baja si tanto
la disposicion maxima a pagar como la disposici@ngmnal a pagar del consumidor 2 son

mayores que las del consumidor 1 para todo nivebdsumo.

La comparacion de disposicion maxima y disposici@arginal a pagar soélo tiene sentido
hacerla para el mismo nivel de consumo. Ademastgaracion hay que hacerla para todo

nivel de consumo.

(%) > u(® Ox
u, (%) > u(® 0x

U, (X)

v

Supondremos que el monopolista tiene un coste nargonstante (y no hay costes fijos)
¢ > 0. De forma equivalente la funcion de coste de proiduces:

C(¥=cx=c(x+ %)
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3.6.La discriminacion de precios de primer grado o disginacion perfecta

(i) Definicion y contexto.

(ii) Planteamiento y resolucion del problema enaslo de un Unico consumidor.

(iif) Observaciones. ¢ Es eficiente la cantidadadi® por el monopolista?

(iv) Planteamiento y resolucion del problema ecaslo de dos consumidores.

(v) ¢Ofrece el monopolista a los consumidores #edidades eficientes? Demostracion de
que el monopolista ofrece una cantidad mayor aswmidor de demanda alta.

(vi) ¢, Qué ocurriria si el monopolista no fuera eag@ identificar al consumidor cuando va a

comprar el bien.

(i) Definicidon y contexto
El vendedor cobra un precio diferente por cada athidel bien igual a la disposicion

maxima a pagar por esa unidad.

Requiereinformacion plenasobre las preferencias de los consumidoras gxistencia de
ningun tipo dearbitraje. En particular, el monopolista es capaz de ideatifal consumidor

cuando va a comprar el bien. (Ejemplo clasico: oede pueblo).

(i) Planteamiento y resolucién del problema en el a@esaon Unico consumidor

El monopolista deseara ofrecer al consumidor umabamacion (lote) precio-produccion

(r’,X') que le reporte los mayores beneficios. El monsfmlie planteara al consumidor
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* *

(r,x)

una eleccién “todo o nadz<’. . El consumidor o paga por X unidades o se queda

sin el bien. El problema de maximizacion del monispmes:
maxr —cx
r,x
sauX=r (1)
La restriccion (1) la podemos escribir de maneravadente comaou(x) —r=0: nos indica

que el consumidor debe derivar un excedente notimegde su consumo del bien Se
denomina este tipo de restricciones camstricciones de participacioo restricciones de

racionalidad individual

Como el monopolista desea maximizar beneficiosirgldg tarifar lo mas elevada posible

y, por tanto, la restriccion (1) se cumplird conalglad: r =u(x). Por tanto, el problema

consiste en:

M(x)
maxu (X)— cx
d—n=u'(x)—c=0_, u(x)=c
dx
d?m

e =u(x) <0

Dado este nivel de produccion la tarifa seré&su(x).

(iif) Observaciones

a) ¢Es eficiente la cantidad ofrecida por el monopolisf?
El monopolista produce una cantidad eficiente esegitido de ParetoX = x°, ya que

ofrece una cantidad tal que se iguala la dispasigiarginal a pagar con el coste marginal.
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(Repasar el problema de maximizacion del bienestaial y compararlo con el que

acabamos de resolver). Sin embargo, el monopskstaieda con todo el excedente social.

pA
A™=N(X)=u(X)-cx=u X)- ck= W R
c e C (%)
X =X x=

b) ElI monopolista produce la misma cantidad quelycia si se comportara como una

empresa perfectamente competitiva. Si tomara eigmmo un dato entonces su decision
de produccion seriap(X) = cpero como la utilidad es cuasi-ling#lX)=u(® y en
consecuencial (X) = ¢ Sin embargo, la distribucién de las gananciascdeiercio seria la

opuesta.

c) Podriamos obtener los mismos resultados mediauatiarifa en dos partes

P T(X) = A+ px= U X)— cX+ cX
A
/ M™=T(X)-cx= Y X)— cX
I—Im
C N C (X
N\ (X)
X =X X
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d) Obtendriamos el mismo resultado si el monoolsindiera al consumidor cada unidad
de produccion a un precio distinto e igual a spaig&ion maxima a pagar por esa unidad.
Supongamos que descomponemos la produccidnpantes iguales de tamaix de modo
que x=nAx La disposicion maxima a pagar por la 12 unidadatesumo viene dada por:
u()+m=uAR+ m p- O)= @ X j

La disposicion maxima a pagar por la 22 unidadasemo seria:

uAX+m- = U2 Y+ M p- p- @) @Ay
Y asi sucesivamente. Obtendriamos las siguientexemnes:

u(0)=u@x) - n
u(Ax) = u(2AX- B
u(2Ax) = u(BAX)— p

u((n-DAX)=um3- p
Sumando y teniendo en cuenta qué)=0 obtenemosu(M:ZT:l p. Cuando el
tamafio de estas unidad&x se vuelve infinitesimal, obtenemos que plantear anica

opcion “todo o nada” al consumidor equivale a veldeada una de las unidades

(infinitesimales) del bien a un precio igual a ispisicion marginal a pagar por ella.

p A * .
u(x)=J.O i(j d:
/ ™
c (3 C (X
X* X ”
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(iv) Planteamiento y resolucion del problema en el aesdos consumidores

El monopolista deseara ofrecer al consumidor=1,2, una combinacion (lote) precio-

produccién (r’,x ) que le reporte los mayores beneficios. EI monstmlie planteara al

consumidot, i =1,2, una eleccion “todo o nad%'(.ri % ). El consumidor, i =1,2, o paga

r’ por X unidades o se queda sin el bien. El problema dénmzacion del monopolista es:

max r,+r,—c.K,+X,)

I,X1,M2,Xo

sa y(x)-¢=0 e

maximizacion de beneficios
u, )-r,=0

rl = ul(xl)
r, =Uy(X,)

Por tanto, el problema nos queda:

maxu, (% )+ U, ()~ c(x+ %)

orn .
azul(xl)_czo
— U (%) = (%)= ¢
o .
@=Uz(xz)‘c=0

Dados estos niveles de produccion las tarifas serénu,(X,) y r, =u,(X,).

(v) ¢ Ofrece el monopolista a los consumidores las dadgs eficientes? Demostracion de

que el monopolista ofrece una cantidad mayor ascomdor de demanda alta
El monopolista ofrece las cantidades eficientes: X y x, = 5. (Repasar el problema de

obtener una asignacion eficiente y compararlo ¢@noblema resuelto en esta subseccion).
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Vamos a demostrar a continuacion que el monopob$tace una cantidad mayor al

consumidor de demanda altg:> X .
u(x)=c

Uy (%) = U( %) < Ul %)
u,(%)=c //

Consumidor 2 demanda alta:
u, (%) > u(® Ox

Por tanto, u,(X,) < U,(%X) pero como la funciéru, es estrictamente céncava entonces

W<o y por tantox, > X.

(vi) ¢, Qué ocurriria si el monopolista no fuera capazdimtificar al consumidor cuando va
a comprar el bien?
(Esta subseccién servira para introducir la discrtion de precios de segundo grado).
Supongamos ahora que el monopolista no es capdemédicar a los consumidores cuando
acuden a comprar el bien. Es decir, no puede aeadiertas personalizadas y por tanto se
vera restringido a establecer una Unica lista deigs. Supongamos que establece una lista
de precios utilizando las tarifas y cantidadesndas bajo discriminacién perfecta:

(%)

(r;.%,)
(0,0)

donder, =u,(X;) y r, =u,(X,). Comprobamos cémo el consumidor de demanda aita tie

incentivos a comprar el lote disefiado para el deathela baja.
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0=u,(X,)~ r, <U,(X)= T, = u,(X)— uf’x) Incentivo a realizar arbitraje
personal.

>0

Excedente que obtendria el
consumidor 2 si compra el lote
disefiado para el consumidor 1.

Excedente que obtendria el
consumidor 2 si compra el lote
disefiado para él.

3.7.La discriminacién de precios de segundo gragofijacion no lineal de precios)
(Términos clave: no identificacién, Unica listagtecios y autoseleccion).

(i) Definicion y contexto.

(i) Restricciones de participacion y de autosatatcinterpretacion.

(iif) Demostracion de qué restricciones se cumplamigualdad. Interpretacion.

(iv) Planteamiento y resolucion del problema de im&acion de beneficios.

(v) Observaciones. ¢Ofrece el monopolista cantslafieientes? Demostracion de que el
monopolista ofrece una cantidad menor que la @fieial consumidor de demanda baja.

(vi) ¢ Bajo qué condiciones decide el monopolistaa#r el bien a ambos consumidores?

(vii) Representacion grafica.

(i) Definicién y contexto

Los precios difieren dependiendo del nimero deadw®d del bien que se compren pero no

de unos consumidores a otros.

Nos situamos en un contexto en el que el monopotishoce las preferencias (conoce la

distribucion de preferencias) de los consumidopEsp no es capaz dedentificar al
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consumidor cuando va a comprar el bien. Se ve aihtiga establecer una Unica lista de
precios y dejar que sean los consumidores los eaets-clasifiquen o auto-seleccionen. En
este sentido se dice que es un tipo de discriminacidirecta. Los consumidores se
enfrentan a lanisma lista de preciogero éstos dependen de las cantidades (o de mralqu

otra variable; por ejemplo, la calidad del prodycioe se compren.

(i) Restricciones de participacion y de autoselecdidterpretacion
El objetivo sera disefiar de manera Optima la tistgrecios de modo que cada consumidor

elija la combinacion precio-cantidad disefiada gara

(r,,x,) «——| Consumidor 1

(rz’xz) —
(0,0)

Consumidor 2

Restricciones del monopolista

- Restricciones de participacion(o racionalidad individual)

u(x)-r=0 (1)

u,(x)-r=0 (2)
Estas restricciones garantizan que cada consumiéd@a comprar el bien. Cada consumidor
obtiene al menos tanta utilidad consumiendo el b@no no consumiendo. O dicho de otro

modo, cada consumidor obtiene un excedente noimegaimprando el bien.

- Restricciones de autoseleccidfo compatibilidad de incentivos)
u1(X1) -nh2 ul(xz) -n (3)

uz(xz)_ = uz(x1)_ n (4)
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Estas restricciones garantizan que cada consumpidbere la combinacidn precio-cantidad
disefiada para €l a la combinacion precio-cantidgsefidda para el otro consumidor. Dicho
de otra forma, estas restricciones previenen élrajg personal: cada consumidor obtiene
un excedente por lo menos tan alto eligiendo el disefiado para él como eligiendo el lote

disefiado para el otro consumidor.

(i) Demostracionde qué restricciones se cumplen con igualdad

Vamos a agrupar las restricciones de acuerdo coonsumidor.

NP [ETES a1y
( ) Y ( )—> n Sul(xl) - ul(xz) + P (2)'
r, <U,(%,) 3)
@)y @)~ {rz SU () - (X)+ 1, (4)

El monopolista desea maximizar beneficios y, potaiadesea elegir, y r, lo mas alto que

se pueda. Por tanto, s6lo una de las dos primarsiguhldades y solo una de las dos
segundas seran efectivas (se cumpliran con igualBadupuesto de que el consumidor 2 es

el consumidor de demanda alta y el consumidorcbr$umidor de demanda baja (es decir,
se cumple: u,(X)>u(® Oxy u(R> y( 3 0 ) es suficiente para determinar las

restricciones que son efectivas.

1) Demostracion de que (4)’ se cumple con igualdad(8)’ con desigualdad estricta

Supongamos por el contrario que (3) se cumpleigaaldad y por tanto que, =u,(X,).

Entonces(4)' - r, <r,—u,(X,)+r, - r,2u ,(x,). Como el consumidor 2 es el de demanda
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alta u,(x) > u(xX 0O xentoncesr, 2u,(x,) > u,(x). Es decir,r, >u,(x)) y por tanto no se
cumpliria la restriccion (1)’ lo que supone una tcadiccion. (No es compatible que se
cumpla con igualdad la restriccion de participa@éhconsumidor de demanda alta con que
el consumidor de demanda baja compre el bien)coBolusion, (3)' no es efectiva y (4)’ si

lo es:

r, =U,(X,) —U,(x)+ 1, (5)

2) Demostracion de que (1)’ se cumple con igualdad(g)’ con desigualdad estricta
Supongamos por el contrario que (2)' se cumple agualdad y por tanto que

r, =u,(x) —u,(x,) + r, Sustituyenda, desde la condicion (5) obtenemos:

/rl/:ul(xl)_ul(xz)-l- UZ(X?)— uz( X)+/ﬁ

=r,
Esto implica

Uy (%) = U(%) = u( %) = u( ¥

le u,(tydt = le u(Hdt

[} lu() - i) dt=0
Pero esto viola el supuesto de que el consumidas 2el consumidor de demanda

alta,u,(x) > u(® Ox Por tanto, (2)' no es efectiva y silo es (1):

n=u,(x) (6)
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Interpretacion

Al consumidor de demanda baja, ya que no tienentiva®s a realizar arbitraje, se le cobrara
su disposicion maxima a pagar. Al consumidor de atela alta, que tiene incentivos a
realizar arbitraje personal (y hacerse pasar pocamsumidor de demanda baja), se le
cobrara el precio maximo que le induzca a elegiotel destinado a él (justo la cantidad de
dinero tal que el consumidor de demanda alta giretiferente entre su lote y el destinado

al consumidor de demanda baja).

Vamos a ver de otra forma por qué al consumidatesieanda alta hay que dejarle con algo
de excedente. Consideremos la restriccion de detosén del consumidor de demanda alta:
W, (%) 2 uy(x)— 1 (4)

Hay que notar que, compatible con que el consunddademanda baja compre el bien, el
lado derecho de esta restriccion es positivo. EB,d# eligieramos el valor maximo para
la condicion (4) nos quedaria:

U, (%) = 1, 2 Uy(%) — u( ) >0
ya que el consumidor 2 es el consumidor de demaltalaLo que implica que la restriccidon
de participacién del consumidor 2 no se puedefaaéis con igualdad). Pero dado que le
tiene que dejar con excedente positivo al consumigodemanda alta, le dejara con el
minimo excedente posible, dejando al consumidod#erente entre elegir el lote disefiado

para él y el lote diseflado para el consumidor Hdeg, (reordenando la restriccion (5)):

UZ(XZ)—I'2=U2(X])— ul(xj)>0
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ya que como el consumidor de demanda baja no fiecentivos a realizar arbitraje

(obtendria un excedente negativo) el monopolisteolea su disposicion maxima a pagar

I’l = ul(xl)

(iv) Planteamiento y resolucion del problema de maxioiaade beneficios

max r, +r,—c.K, +X,) maxr,+r,—c K,+X,)

WO 20 M EELK) (6)
U(%)-20 (2) B =U, ()= [U(%)— 1] (5)
ul(xl) - r12 ul( Xz) -0 (3)

uz(xz)' I’22 uz(xl)' N (4)

X, X

S.a

El problema quedaria:

M(4.%)

rgf;lzxul(&)+uz(xz)—[uz(>9- u( ] - o x %

M _ o0
a—ul(xl) c-[u(®) - y(™®] =0 (7)

on
0%,

=U,(%)-c=0 (8)
Las tarifas vendran dadas por:

=U,(%)

UZ()~(2) _[uz( 3(1) - ul( ~Xj)]

A
I72
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(v) Observaciones
1) El monopolista ofrece al consumidor de demanda altta cantidad eficiente y le deja

con un excedente positivo
La condicién (8) implicau,(%,) = c y, por tanto, el monopolista ofrece al consumider
demanda alta la cantidad eficierke= x; (comprobar condiciones de eficiencia).

Ademas le cobra un precio (tarifa) menor que spadiigion maxima a pagar dejandole con
un excedente positivo e igual al que obtendriaeshisiera pasar por un consumidor de

demanda baja y eligiera el lote disefiado para eoitlsw 1.7, =u,(X,) —[u,(%) - u(X)] y

por tanto su excedente serig(%,) — T, =[u,( %) — u( X)].

2) El monopolista ofrece al consumidor de demanda bajana cantidad menor que la

eficiente (demostracién) y le deja con un excedemneilo.

O _ o
E—ul(xl) C[W(%) - u(™®] =0 (7)

>0

Como el consumidor 2 es el de demanda [aiféx) — u(%)] >0 y entonces de la condicion
(7) obtenemosy (%) > ¢ Por definicion la produccion eficiente satisfacéx’) = ¢ por lo

que se cumpleu,(%)>u(X). Como la disposicion maxima a pagar es una funcion

estrictamente céncava:

U, (%) > (%)

d(u(e)
dx,
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Veamos cudl es la intuicidbn de este resultado. Bwavamos a interpretar el beneficio

marginal dex, y evaluarlo en diferentes niveles de produccion.

on _ . . :
— =w(x) = c-[u(%) = u( %]
>004<% ) >0
el —
Benefici_o marginal deso_|e el Beneficio marginal desde el
consumidor 1: un cambio en la consumidor 2: un cambio en la
cantidad ofrecida a este consumidor cantidad ofreéida al consumidor 1
cambia e_I beneficio que obtiene e cambia el excedente que tiene que
monopolista desde €l. dejar al consumidor 2 para que nd
haga arbitraje.

on(x)
0%,

=u (%)= c=[u( %) - y( Y] <0

>0
Partiendo de la cantidad una reduccién en la cantidad ofrecida al consunideleva el
beneficio ya que se reduce el excedente que tieaelgjar el monopolista al consumidor 2.

Considerando ahora una cantidadxdéal quex < x < x se cumple:

a”a—ilxl)w;(xj—c—[uz( 9~ 4 3] <0

Al monopolista le compensa seguir reduciengiya que la ganancia en beneficios desde el

consumidor de demanda alta por dejarle con mencedexte compensa la pérdida de

beneficios desde el consumidor de demanda bajafpearerle una cantidad menor.

on(x,) _

ax, U, (%) = c=[u(%) — Y] =0

>0
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En X la ganancia marginal, de una reduccion infinitedien x,, desde el consumidor de

demanda alta por dejarle con menor excedente s¢aigon la pérdida marginal desde el
consumidor de demanda baja por ofrecerle una @htigenor.
Ademas le cobra un precio (tarifa) igual que spakgion maxima a pagar dejandole con

un excedente nuld; =u,(X,).

(vi) ¢,Bajo qué condiciones decide el monopolista ofreckien a ambos consumidores?
El monopolista decidira ofrecer el bien a ambossaaridores siempre que obtenga mayores
beneficios que ofreciendo el bien exclusivamenteoasumidor de demanda alta. Es decir,

ofrecera el bien a ambos consumidores si se cumple:

M(0,%)<M(%,%)

1,(0%) =0k = 4%~ &+ W - L X~ ¢ ¥~ ©

P

[ (%) —u(3)] < WX - S

Si esta condicién no se cumple el monopolista déaidfrecer el bien exclusivamente al
consumidor de demanda alta. Otra forma de verlcsisttnh en considerar el beneficio

marginal dex,. Si fuera negativo para todo nivel ag

TR =09~ e (409~ W A} <0 0

entonces el monopolista decidiria no ofrecer nddam@sumidor de demanda baja, ya que

para todo nivel deq reducir la cantidad ofrecida al consumidor de detagbaja elevaria el

beneficio.
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(vi) Andlisis grafico (coste marginal nulo)

U, (%) = =0

Discriminacion perfecta

U (%) = (%) =0

L =u(X)=A

r, =u,(X,) = A+ B+ C
M= (X)+ u(%) = A A+ Br C

i I,

No identificacién
Supongamos que el monopolista no conoce la icahtigl consumidor y que establece una
Unica lista de precios donde mantiene las comlonasi precio-cantidad éptimas bajo

discriminacion perfecta. EI consumidor 2 tendri@eimtivos a realizar arbitraje personal.
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(r,X;) <«—— | Consumidor 1
[Se

A
(1, %) \ Consumidor 2 0=A+B+C-(A+ B+ Q< A+ B- A& [
—_— (S -

H’-J *
A+B+C Uz (%)

(0,0)

(%) n

Discriminacion de segundo grado

Las restricciones que se cumplen con igualdad son:

L =u,(x) = A(x) - al consumidor 1 se le cobra el area debajo devkrsa de demanda.
u,(%)—r,=u,(x)— = B(x) - al consumidor 2 hay que dejarle con un exced&te)

(el minimo posible) para que no haga arbitraje.

Inicialmente mantenemos las cantidades ofrecidds ;ggustamos las tarifas.

(f. %)
(F, X, M(x,%)=2A+C
0.0

M(x,%)= A+ A+ B+ C- B

M(x, %) =M(X, %)=-(A- A)+(B- B)>0

P U, (%) = U( X)
(%) -c
y >
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(%)
(7, %)
0,0)
) (5 - e[ - 4 Q] =0
X I

Como estamos suponiendo que el coste marginales ce

ag_?:u;(x)-mw SCE RN C R

P U, (%) = U(%)
=N u(%) - ¢
=0
u (%) [ |
% X % X

M(% %)= u(%)-cx+ W(H-[U - ' ¥- A A B €

X
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Solo ofrecer el bien al consumidor de demanda alta

)~ 0g) - e-[9 - i R <0 0 %
X:L N J N >O J
(1, %)

(0,0)

3.8.La discriminacién de precios de tercer grado

(i) Definicion y contexto.

(i) Maximizacion de beneficios. Regla de la invede la elasticidad.

(i) Comparacion de beneficios con el caso de ipraeaniforme (precio simple de
monopolio).

(iv) Efectos sobre el bienestar social.

(i) Definicidon y contexto
Existe discriminacion de precios de tercer gradando se cobra a consumidores
pertenecientes a distintos grupos o submercadasoprdiferentes, pero cada consumidor

paga el mismo precio por cada una de las unidadesidquiere. Este es probablemente el

119



SARRIKO-ON 6/09

tipo mas comun de discriminacion de precios. Ejesipliescuentos a estudiantes, precios

diferentes dependiendo del dia de la semana etc.

El monopolista recibe unaefial exdgenaque le permite distinguim mercados o

submercados completamente separagé:o. Este es un tipo déiscriminacion directa
P;

el monopolista establece listas de precios difeseqara consumidores pertenecientes a
diferentes grupos o mercadddentificacion el monopolista clasifica a cada consumidor en

un grupo.

(i) Maximizacion de beneficios. Regla de la inverséadsasticidad
Vamos a considerar el caso mas sencillo en elmgee2: el monopolista clasifica a los

consumidores en dos grupos o mercados cuyas fiexionersas de demanda spyix) y

p,(x,), conp (X )< O, i= 1,2.El monopolista puede establecer precios diferesndss dos

mercados pero dentro de cada mercado no puedévdigr. El problema de maximizacion
es:

N4, %)

maxp, X+ B (%) %— c(x+ X)

I_I— \ —_
a—pl(&)ﬂm(x) =0 (1)

(i) - IM,=IM, =c

on _ .
@‘pz(xz)'i'xzpz(xz) =0 (2)

(i) - B +%xR(X)=c
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PO+ 2B = ¢

p.(%)
1 =
P ()L +£i()§)] C
1
1-——1]=
P (%)l |£i()§)|] c
—_— C -
pi(X)—l_—l 1=12.
& ()]

Por tanto, p,(x) > p,(%) sii |&(x)|<|e,(x)|. En consecuencia se cobrara el precio mas

bajo al mercado cuya demanda sea mas elasticagisal mercado mas sensible al precio.

(i) Comparacion de beneficios con el caso de precidotme (precio simple de
monopolio)

El beneficio del monopolista bajo discriminacionpiecios de tercer grado es por lo menos
tan alto como el beneficio bajo precio uniforme.rfaon es sencilla: bajo discriminacion de

precios de tercer grado siempre podria elegiriesips iguales si eso fuera lo mas rentable.

(iv) Efectos sobre el bienestar social

1) ¢ Cual es el problema?

2) Cotas al cambio en el bienestar social.
3) Aplicaciones:

a) Demanda lineal.
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b) Apertura de mercados.
1) ¢ Cual es el problema?
El objetivo de esta seccidn es comparar desde miopde vista del bienestar social la
discriminacion de precios de tercer grado con elcipr uniforme o precio simple de
monopolio. En general, un movimiento desde prenifotme a discriminacion de precios de

tercer grado beneficia a algunos agentes y pegualimtros.

Beneficiados por la DP3° el monopolista y los consumidores del mercadondeyor
elasticidad (ya que el precio baja en ese mercado).

Perjudicados por la DP3° los consumidores del mercado de menor elastidigadjue el
precio aumenta).

Luego el efecto sobre el bienestar social quedat@nchinado.

2) Cotas al cambio en el bienestar social

Supongamos para simplificar que solo hay dos mescadpartamos de una funcién de

utilidad agregada de la forma;(x)+ u,(x)+ y+ V, dondex, y X, son los consumos del
bienx por parte de los dos gruposye= y, + Y, es el dinero que se gasta en otros bienes de
consumo. Las funciones, y u, son estrictamente concavas. Las funciones inveilsas
demanda de los dos submercados (1) = U(X) Y P,(X,) = U,( X,).

Si C(x, %) es el coste de ofrecer y x, podemos medir el bienestar social como:

W(x, %)=u()+ u(x)- Cx% ¥
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Consideramos dos configuraciones de la produc¢idnx’) y (x,X) cuyos precios son
(P2, p2) y (pi, p), respectivamente. Supongamos que el conjunto naéa precios

corresponde con el precio uniforme (precio simgexnopolio)p’ = p? = p’ y que p} y p.
son los precios bajo discriminacion de precioseateer grado. Consideraremos el paso de

x°a x'. Debido a la estricta concavidad dey u, tenemos que (ver Apéndice):

p (%)= p}

u, () < w(X)+ u( X)

My
(=% (1)-A4y< IQML
- piAX >Au> gAx (3)

5O U+ U (-0 (W'-Au> b o
pOd=p O

P2 (€)=p3 bx,

U, (%) < (%) + U( %) (% = %) () - Ay, < PAX,

~ PAX >Au,> pAX (4)
LY <X+ W(X) (- % (@'-Au> M X

pz(X%)= p% %

Sumando (3) y (4)
piAX + BAX >Au+Au> A x+ B %

donde
Au=Ay +Au; Ax=X- X; Ax= %— %
pp=p ()= u(X): 8= (%)= u B
pi=p0d)=u(X); B= p(H= u R

AW =W(X, 5= W R D= W 3~ i A+ 4 ¥~ 4 X[ CxPx (Cox Ik

Auy Au, AC

=Ay +Au,-AC

Por tanto,

PIAX + PAX,-AC>AW> A x+ A X-A C
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Si el coste marginal es constante:
AC=c(X+ %)=~ ¢ X+ X)= & x+ B )
Con lo que las cotas al cambio en el bienestagnedan:

(P)—OAX+(B - 0A%>AW>( p— A ¥-( p- )A x(5)

Cota superior Cota inferior

Como p; = p) = p’ las cotas del cambio en el bienestar son:

Ax

(P"—C) (A% +AX)>AW>( p- 3A x+( h- XA X (6)

Cota superior Cota inferior

- Cota superior: implica que uredndicién necesarigpara que aumente el bienestar social,
AW >0, es que aumente la produccion total. Supongamos gborcontrario que
Ax=Ax +Ax <0. Como(p°-c) >0 entonces (4). AW <0.

- Cota inferior: indica que uneondicion suficientgpara que aumente el bienestar bajo
discriminacion de precios de tercer grado es gagesitiva la suma de las variaciones de la
produccion ponderadas por la diferencia entre ekiprbajo discriminacion y el coste

marginal.

Gréficamente para el caso de un Unico mercadodéass quedarian:

P (p° - QAX>AW>( g- ¢A >
P
P \
C
| | N\

v
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3) Aplicaciones
a) Demanda lineal

Supongamos que las demandas de los dos mercadosenviedadas por

K(ﬂ)=%— =1,2, y el coste marginal constante es nutoz 0. El problema de

= R
h
maximizacion de beneficios bajo discriminacién decps de tercer grado es:

ma‘xplxl(pl)-l- R%(R)

on _ _a . _q
AL o & t 1oL = k=
o0, =x(p)+ px(p) = b qg qq R X

on _ a, 1 1 a2 _
—=%(p, 0-2-=p-=p=0-

o, %(P,)+ BX%( B) = b bZFE bZQ p= % 2

La cantidad total vendida es:

X=X = a . & _ab+al

2N Y

Bajo precio uniforme:

maxpxl(p)+ p% (P
1

arl + + + _,_—_ i—i _1 _1
o0 (P +%(P+ px( P+ px P n b Q b pqu pO
_)p0=albz+a2l‘l;
2(b +h)

0=3_ lab+ah_2abh+t23h- abh- gbh 2 ab ab ab

b b 2(h+b) 2h(h+ b) 2h(b+ b
o_8 _lah+ab _2ab+2ab- ab ab_ 23k ab ab

b, b, 2(b+b) 2b,(h+ b) 2h(h+ b)

La cantidad total vendida es:
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_2ab+ab-ah_2ab+ ab ab
2b (b + b)) 2b,(h+ b)
_2ahb+a(b)’-ahb+2ahbr g - abb

R

25b,(b+ b)
_abb+a(b)’+abbt aB°_(abr 3 b b ab .ha
25b,(h + by) 2hb(h+ b) 20,

Por tanto, la produccion es la misma bajo ambadtiqgad de precios. Es decir,
Ax=Ax +Ax, =0. Es decir,Ax, = —AX,. Las cotas quedarian
JAVS

(P° =) (A% +AX)>AW>( p- 3A x+( h- A X (6)

=0 <0

Luego el bienestar disminuyAWw < 0.
Como veremos a continuaciéon el anterior resultaglpedde crucialmente de que todos los

mercados sean servidos bajo precio uniforme.

b) Apertura de mercados
Imaginemos que las demandas de los dos mercadaosunlas que aparecen en el gréafico

adjunto.
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Si el monopolista tuviera que vender al mismo retgberia bajar tanto el precio en el

mercado 1 que la reduccion de beneficios en eseath@no se veria compensada. Por tanto,

(B-0@x+8%)>AW>( p= 38 x+( b~ A X (6)

- ——
pO =0 >0
—
>0 =0 >0

>0
Por tanto, como la cota inferior es positix&V >0. Pero no s6lo aumenta el bienestar; de
hecho la discriminacion de precios domina en etiderde Pareto al precio uniforme. Al
pasar de precio uniforme a discriminacion de psed®tercer grado aumentan los beneficios
del monopolista, mejoran los consumidores del nieréay los consumidores del mercado

uno estan igual.

Apéndice
Siu es una funcién estrictamente concava paraxagpse cumple:
u() <u(Y+u( y(x Y.

Las tangentes siempre quedan por encima de ladiusciésta es estrictamente concava.

u(x) - uy
X

/ ulineal - u (y)=—~—=
u(x) ’

ulineal - u(x)=u(y)+ (x yu(y

u(y)

u estrictamente concava u X (<)u y(+) Xt y u) ¥

v
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